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Introduction

L’analyse est consacrée & 1’étude des fonctions. En pratique, de nombreux phénomeénes sont modéli-
sés par des fonctions, souvent caractérisées par des équations (par exemple des équations différentielles
ou aux dérivées partielles), que 'on ne peut généralement pas résoudre explicitement. Dans ce cadre,
I'objectif de I'analyse est d’établir des résultats généraux reliant les propriétés des solutions aux pro-
priétés des équations, sans avoir besoin de connaitre ces solutions de maniére explicite.

Jusqu’a présent, les cours de CDI-1 & 2 ont développé les outils classiques pour I’étude des fonctions,
avec la théorie du calcul différentiel et intégral telle qu’elle fut développée jusqu’a la fin du XIXe siécle.
Dans ce cours-ci, nous abordons les innovations fondamentales initiés par Henri Lebesgue au début du
XXe siécle. Son but initial, dans sa thése de 1901, était de mieux comprendre et généraliser I'intégrale
de Riemann ; mais la théorie qu’il a mise en place constitue aujourd’hui le socle de toute ’analyse réelle
moderne.

Pour comprendre cette évolution, rappelons d’abord quelques limitations importantes de la théorie
d’intégration de Riemann.

Limites et intégrales de Riemann

On rappelle le résultat habituel de passage a la limite dans l'intégrale de Riemann :

Si f,, est bornée et Riemann-intégrable sur [0, 1] et si f,, — f uniformément, alors f est Riemann-
intégrable et on a fol frn — fol f.

Ce résultat de convergence est satisfaisant mais exige de la convergence uniforme, qui est souvent une
hypothése trop forte. Si 'on remplace par de la convergence simple, le résultat prend la forme moins
agréable suivante :

Si f,, est bornée et Riemann-intégrable sur [0, 1], si f, — f simplement, et si f est Riemann-
intégrable, alors on a fol frn — fol f.

Dans ce résultat, on ne peut en général pas enlever I’hypothése que la limite ponctuelle f soit elle-méme
Riemann-intégrable : par exemple, pour une énumération Q N [0, 1] = {gn }n, la suite f, == 1Ly o
satisfait f, — Lgno,1;) simplement et chaque f, est Riemann-intégrable, mais la limite Lgnp ) ne
I'est pas. Ceci montre que la théorie de Riemann se comporte mal avec le passage a la limite (hormis
convergence uniforme). Nous verrons que la théorie de Lebesgue permet de résoudre entiérement ces
problémes.

Espace L?

L’espace L?(0,1) est le cadre naturel pour étudier les séries de Fourier, et la bonne définition de cet
espace fut un enjeu crucial pour la mécanique quantique naissante au début du XXe siécle. Avec la
théorie de Riemann, ’espace

1
2. . (0,1) = { f:10,1] — R Riemann-intégrable, t.q. / If]2 < oo}
0
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n’est pas complet : en effet, pour la méme suite (f,, ), construite ci-dessus, on obtient fol |fn—fml? =0
pour tout n, m, mais la limite 1gno,1) n’est pas Riemann-intégrable et n’appartient donc pas a ’espace.
Avec l'intégrale de Lebesgue, I'espace L?(0,1) devient complet — c’est ce qu’on appellera un espace
de Hilbert, fondant le point de départ de ’analyse fonctionnelle moderne.

Théorie des probabilités

En probabilités, on souhaite typiquement ne plus intégrer sur un intervalle, mais sur un espace abstrait
d’événements. Sans une théorie d’intégration adaptée, la formulation de la théorie est problématique :
dans le calcul d’espérances, par exemple, on doit systématiquement séparer dans la définiton le cas de
variables aléatoires dites discrétes ou absolument continues :
E[X] = { Y4 tPX =t : siX est discréte,
Jetfx(t)dt  : si X est absolument continue avec densité fx.

Une formulation unifiée est possible via la théorie d’intégration de Riemann-Stieltjes, mais on sent que
la théorie manque de généralité. Kolmogorov a reconnu que la théorie de Lebesgue offrait un cadre
naturel pour formaliser rigoureusement la notion de probabilité, fondant ainsi le cadre moderne pour
la théorie des probabilités.

Riemann-intégrabilité trop restrictive

Afin de calculer 'intégrale d’une fonction f : [0,1] — R, interprétée comme 'aire sous son graphe,
la théorie de Riemann procéde en découpant l'axe des abscisses en petits intervalles sur lesquelles f
est approchée par une constante (par son infimum ou supremum). Ceci revient a encadrer f par des
fonctions en escalier :

> (ot Nlaarg <7< 2 (5w F)laro.

a€eZ|0,1) [a,ate) aceZn[o,1) = [®ate)

Pour ces fonctions en escalier, I'intégrale est naturellement définie en sommant ’aire des rectangles
(sommes de Darboux). Lorsque le maillage ¢ tend vers 0, on obtient, si tout se passe bien, 'aire sous
le graphe de f, et 'on définit

/1f = lime Z inf f = hme Z sup f.
0 g

a€eZ|0,1) [a,a+) acezn(o,1) [e-ate)

Pour que ces deux limites existent et coincident, il est essentiel que la fonction f soit “suffisamment
continue”. Par exemple, la fonction Lgn,1) échoue spectaculairement : elle est discontinue en tout
pointtu. Un résultat fondamental (Lebesgue-Vitali) affirme en fait qu’une fonction est en fait Riemann-
intégrable si et seulement si ’ensemble de ses points de discontinuité est “de mesure nulle”. Cela montre
a quel point la continuité — ou plutdt I’absence de “trop” de discontinuités — est structurelle dans
la théorie de Riemann. Cet aspect disparait entiérement dans la théorie de Lebesgue, qui autorise
I'intégration de fonctions beaucoup plus irréguliéres.

L’idée de Lebesgue

Lebesgue propose de changer de point de vue : au lieu de découper I’axe des abscisses, on découpe 'axe
des ordonnées. Pour chaque “tranche” de valeurs, on considére sa préimage par la fonction f & intégrer.
Au lieu d’encadrer f par des fonctions en escalier, cette approche nous conduit a I’approximation
suivante en tranches horizontales,

D bl < F <D Ol appre) = D bly1(ppre) +E- (0.1)

beeZ beeZ beeZ



Pour une fonction f continue, les ensembles de niveau f~!([b, b+ €)) sont des unions finies d’intervalles.
L’approximation obtenue revient donc, dans ce cas, a retrouver des fonctions en escalier ; cependant, on
observe que la partition induite en abscisses n’est plus fixée a priori, mais s’adapte automatiquement
a la géométrie de f, devenant plus fine la ol la pente de f est plus grande. Si f n’est pas continue,
les ensembles de niveau peuvent devenir beaucoup plus irréguliers : 'approximation ainsi construite
ne correspond alors plus a une simple superposition de rectangles. On parlera d’approximation par
“fonctions simples”. Cet encadrement de f suggére de définir

1 1
/0 f = lignz b/o Li1(ppre))s (0.2)

beeZ

a condition de savoir de donner un sens a l'intégrale des indicatrices 1 ;-1 1)), C’est-a-dire a la
“longueur” de f~1([b,b + €)). Or, pour une fonction arbitraire, ces ensembles de niveaux peuvent
étre fracturés, épars, voire trés pathologiques, de sorte que leur attribuer une “longueur” n’a rien
d’évident. C’est précisément pour répondre a cette question que la théorie de la mesure a été développée.
Elle fournit une notion robuste de “longueur” valable pour des ensembles bien plus généraux que des
intervalles.

Une fois cette notion définie, 'intégrale qui en découle sera l'intégrale de Lebesgue. On remarque
que, puisqu’elle est basée sur le découpage de ’axe des ordonnées et qu’elle requiert seulement que
I’espace de départ soit muni d’'une mesure de longueur, cette intégrale de Lebesgue se généralisera
naturellement a des fonctions définies sur des espaces abstraits.

L’encadrement (0.1) garantit par ailleurs automatiquement l’existence de la limite (0.2), a la diffé-
rence de la construction de Riemann ot I'égalité des limites constituait un point délicat trés restrictif.
Contrairement a l'intégrale de Riemann, U'intégrale de Lebesgue ne requiert ainsi aucune hypothése
de continuité : elle repose uniquement sur notre capacité & mesurer des ensembles de niveau, ce qui
permettra d’intégrer des fonctions beaucoup plus générales. On entrevoit ici la puissance de 'approche
de Lebesgue, qui donnera accés en particulier & des théorémes de convergence d’une puissance incom-
parable, résolvant les limitations structurelles de la théorie de Riemann.






Chapitre 1

Mesures et intégration abstraite

Ce chapitre est dédié & la définition de 'intégrale de Lebesgue et & ses propriétés. Comme expli-
qué, cette notion d’intégrale nécessite de définir avant tout une notion de mesure, qu’on introduira de
fagon axiomatique générale. La construction particuliére de la mesure dite de Lebesgue, qui généra-
lisera la notion de longueur sur R (ou d’aire sur R2, volume sur R, etc.), est postposée au chapitre
suivant. Dans le cadre général de l'intégration abstraite de Lebesgue par rapport & une mesure, on
établira trois théorémes de convergence majeurs : le théoréme de convergence monotone, le théoréme
de convergence dominée, et le lemme de Fatou. La simplicité de ces trois résultats de convergence
démontre la supériorité de la théorie d’intégration de Lebesgue.

1.1 Une approche axiomatique

Pour définir une notion de mesure de longueur sur R, on adopte une approche axiomatique. Il
s’agit tout d’abord de préciser ce que I'on veut entendre par “mesure de longueur” p : P(R) — [0, o0].
Il semble naturel d’imposer les conditions suivantes :

— additivité : p(AU B) = u(A) + u(B) pour tous A, B C R disjoints ;

— compatibilité avec longueur usuelle : u([a,b]) = b — a pour tous a < b;

— invariance par translation : p(a + A) = u(A) pour tous A C Ret a € R.

Comme l'intégration repose sur des processus limites, il est naturel de renforcer 'additivité en o-

additivité :

— o-additwvité : p(UpAn) = >, u(Ayn) pour toute suite (A,), C P(R) de parties deux a deux dis-
jointes.

Cependant, on verra qu’il est impossible de définir une telle application p satisfaisant ces propriétés

(voir le contrexemple de Vitali, sous l’axiome du choix). Pour contourner cette impossibilité, il faut

renoncer a mesurer toutes les parties de R : au lieu de considérer p comme définie sur tout P(R), on

va la définir seulement sur un sous-ensemble strict de parties. Avant d’introduire la notion de mesure,

cela nous conduit & définir d’abord la notion de g-algébres, qui seront les domaines de définition des
mesures.

1.2 o-algébres
Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une collection A C P(X) de sous-ensembles de X est une

o-algébre sur X (ou tribu) si

— X e A,



— pour tout A € A, on a A° € A,
— pour toute suite (Ay)pen d’éléments de A, on a |J,,cn An € A.
Dans ce cas, on dit que (X,.A) est un espace mesurable.
Lemme 1.2. Soit (X,.A) un espace mesurable.
(1) €A
(ii) Ay,...,ANEA N>1 = UN 4,4
(117) (Ap)nen CA = M4, €A
(iv) AABe A = A\Bec A

Démonstration. Par définition, @ = X¢ € A. Pour (ii), si Ai,..., Ay € A, on peut prolonger la suite
finie par des ensembles vides : définissons B,, := A, pour n < N et B, = @ pour n > N. Alors

UN_ A, = UpenBy, ce qui permet de conclure. Enfin, les points (iii) et (iv) suivent de NpenA, =
(Unen4%)¢ et A\ B = (AU B)“. O]
Exemple 1.3.

— La o-algebre triviale sur X est {@, X}.

— La o-algebre discréte sur X est P(X).

— Si A C X, alors {@, A, A°, X'} est une o-algebre.

— Si X est infini, la collection de tous les sous-ensembles A de X tels que A est dénombrable ou
A€ est dénombrable est une o-algébre. Par contre, la collection de tous les sous-ensembles A de
X tels que A est fini ou A€ est fini n’est pas une o-algébre.

— Si (X, .A) est un espace mesurable et si 7' C X, alors la restriction Ap := {ANT : A€ A} est
une o-algébre. Si T € A, on remarque que Ap ={A€ A: ACT}.

Remarque 1.4. Une collection A de sous-ensembles de X est simplement appelée algébre si
— X e A,
— pour tout A € A, on a A° € A,
— pour toute suite finie Aq,..., A, € A,n>1,ona A U---UA, € A

Comme on ’a vu, une o-algébre est en particulier une algebre.

1.2.1 o-algébre engendrée

Etant donné une collection F de sous-ensembles de X, il existe bien stir une o-algébre contenant F
(par exemple, la o-algébre discréte P(X)). Le résultat suivant permet de construire la plus petite
o-algébre contenant F.

Proposition 1.5. Toute intersection non-vide de o-algébres sur X est une o-algébre sur X.

Démonstration. Soit C une collection non-vide de c-algébres sur X. Notons A l'intersection de ces

o-algébres :

— X € A puisque X appartient & toutes les o-algébres de C.

— Si A € A, alors A appartient & toutes les o-algébres de C. Toutes ces o-algébres contiennent donc
A€, ce qui implique que A€ € A.

— Enfin, si (Ay)nen est une suite d’éléments de A, alors | J, .y A appartient a chaque o-algébre de C,
et donc a A. O]

Remarque 1.6. Mentionnons néanmoins que 'union de o-algébres n’est pas nécessairement une o-
algebre. 11 suffit par exemple de considérer les o-algébres {@, A, A, X'} et {@, B, B¢, X} pour A, B C
X, A # B, dont l'union donne la famille {@&, A, A¢, B, B, X }.



Corollaire 1.7. Pour F C P(X), il existe une plus petite (au sens de l'inclusion) o-algébre sur X qui
contient F. On Uappelle la o-algébre engendrée par F et on la note o(F).

Démonstration. Soit C la collection non-vide de toutes les o-algébres sur X contenant F. Par la pro-
position précédente, I'intersection o(F) de toutes les o-algébres de C est une o-algébre. Bien stir, o(F)
contient F. De plus, si A est une o-algébre sur X qui contient F, alors A € C et o(F) C A. O

1.2.2 -algébres de Borel

Sur R, comme nous souhaitons étendre la notion de longueur définie sur les intervalles, cela nous
meéne & considérer la o-algébre engendrée par les intervalles. Plus généralement, sur un espace topolo-
gique, on définit la o-algeébre de Borel comme la g-algébre engendrée par les ouverts. Sur R, on va voir
que cela coincide avec la o-algébre induite par les intervalles.

Définition 1.8. Soit (X, 7) un espace topologique. La o-algébre de Borel B(X) = B(X,T) de (X,T)
est la o-algébre engendrée par 7. Un élément de B(X,T) est appelé un ensemble borélien.

En particulier, les fermés sont des ensembles boréliens. Pour d > 1, si T est la topologie euclidienne
sur R?, on pose B = B(Rd, T). Pour d = 1, la o-algébre de Borel de R sera simplement notée B. Pour
un sous-ensemble quelconque X C R?, on peut considérer la topologie euclidienne induite sur X : la
o-algebre induite est alors appelée la o-algébre de Borel sur X et est notée B(X). On peut remarquer
par ailleurs que B(X) coincide avec la restriction (BY)y = {ANX : A € B4},

Proposition 1.9. La o-algebre de Borel B sur R est engendrée par les intervalles. Plus précisément,
on a les caractérisations suivantes,

B = o({fermés de R})
= o({[a,00) :a €R})
= o({(a,00):a €R})
= o({(—o00,b] : b€ R})
= o({(—o00,b) : b€ R})
= o({[a,b]:a,b€R, a<b})
= o({(a,b) :a,beR, a<b}).

Démonstration. Notons respectivement By, Bo, B3, B4, Bs, Bg, By les différentes o-algébres engendrées
considérées dans I’énoncé. On va montrer que

B CBg CBsCBysCBsC By CBy CBC By,

d’ott I'égalité entre toutes ces o-algebres. Tout d’abord, comme (a,b) = Upla + 1,6 — 1] € Bs, on
obtient B; C Bg. Ensuite, comme [a,b] = Ny(—00,b+ 1)\ (=00,a) € Bs, on a Bg C Bs. De méme,
comme (—00,b) = Up(—00,b — %] € By, on a Bs C By. Comme (—00,b] = (b,00)¢ € B3, on a By C Bs.
Comme (a,00) = Upla + £,00) € By, on a By C Ba. Comme [a, 00) est fermé, on a By C By. Comme
un fermé est le complémentaire d’un ouvert, on a By C B. Il reste & montrer que tout ensemble ouvert

U C R appartient & By. Puisque Q est dense dans R, on peut écrire

v=|J (ab),

a,beqQ, (a,b)CU

et donc U € By. En effet, pour € U, comme U est ouvert, il existe € > 0 tel que (x—¢e,z+¢) C U, et la
densité de Q permet alors de choisir a,b € Qavecx—e < a <z < b< x+e,etdoncz € (a,b) CU. O



Ce résultat s’étend aisément au cas de dimension supérieure.

Proposition 1.10. La o-algébre de Borel B® sur R¢ est engendrée par les rectangles. Plus précisément,
on a par exemple les caractérisations suivantes,

IBSd:J({ ﬁ[ak,oo) tait,...,a GR}) :a({ ﬁ[ak,bk] ca, b, ... ak, b ER a; < bl}>
k=1

Lorsque nous introduirons la notion d’intégrale, on considérera des fonctions a valeurs dans R ou
plus généralement dans R := [—o0, +00]. Rappelons que la topologie de R est la topologie dont une
base d’ouverts est donnée par les intervalles de la forme (a,+o0], [—00,b) et (a,b) ot a,b € R. On
ajoute donc aux ouverts de R les voisinages de +00. En particulier, la topologie induite par R sur R
coincide avec la topologie euclidienne de R. Le résultat suivant élucide la structure des boréliens de R.

Lemme 1.11. On a B(R) = {BUC : B€B,C C {—oc0,+00}}.

Démonstration. Notons A = {BUC : B € B,C C {—00,400}}. On vérifie aisément que A est une
o-algébre. Soit BUC un élément de A. Comme les ouverts de R sont des ouverts de R, B est également
un élément de B(R). De plus, puisque {—o0o0} = N, [—00, —n) et {+o0} = Ny (n, +00], Pensemble BUC
appartient bien & la o-algébre B(R). On en déduit A C B(R). Réciproquement, si w C R est ouvert,
alors on peut écrire

w= (wNR) U ({—00,+00} Nw)

ol w N R est un ouvert de R. Donc w est bien un élément de A. Par conséquent, B(R) C A. O

Proposition 1.12. La o-algébre de Borel B(R) a les caractérisations suivantes,
B[®) = o({la,o0] :a € R}) = o({(a,00] : a € R}).

Démonstration. Notons respectivement By et By les o-algébres engendrées considérées dans 1’énoncé.
On va montrer que By C By C B(R) C By. Comme [a,00] = Ny(a — 2, 00], on a By C Bo. Puisque les
ensembles (a, co] sont ouverts dans R, on a By C B(R). Il reste a montrer B(R) C B;. Par le Lemme 1.11,
on sait que tout élément de B(R) a la forme B U C ot B est un borélien de R et C' C {—o0, +c}.
Comme {400} = Ny[n, +oo] et {—oo} = Nyp[—00,n) = Ny[n, +00]¢ on obtient C' € B;. De plus, on
déduit que [a,0) = [a,00] \ {0} € By, et donc B C B; par la Proposition 1.9. Ainsi, B € B; et donc
BUC € B;. O

1.3 Mesures

Nous introduisons & présent la notion de mesure, définie sur une o-algeébre. Cela sera 1’élément
central de ce cours.

Définition 1.13. Soit (X,.4) un espace mesurable. On dit qu’'une application p : A — [0, 00| est une
mesure sur (X, A) si

— u(@) =0,
— p est o-additif : si (A,)pen est une suite d’ensembles de A deux a deux disjoints, alors

iU ) = T utan),

neN neN

On dit alors que le triplet (X, A, 1) est un espace de mesure (ou espace mesuré).



Remarque 1.14. La condition u(@) = 0 est parfois supprimée de la définition. En effet, si p: A —
[0, 00] est o-additive et n’est pas uniformément égale a oo, alors on vérifie que nécessairement p(@) = 0.

Exemple 1.15. Soit (X,.4) un espace mesurable.
— Si p est une mesure telle que p(X) = 1, on parle de mesure de probabilité. Le triplet (X, A, )

est alors appelé un espace de probabilités (ou espace probabilisé). On dit que X est 'univers, les
éléments de A sont les événements, et les éléments de X sont les réalisations.

— L’application définie par

(A) = A : si A est un ensemble fini
= 400 @ si A est un ensemble infini.

est une mesure, appelée mesure de comptage, et notée p = f.

— Etant donné un élément x € X, I'application définie par

1 sizeA
A) =
0x(4) { 0 sinon.
est une mesure, appelée mesure de Dirac en x.

— Si X = R et A = B, nous construirons au chapitre suivant une mesure £ qui assigne a tout
intervalle de R sa longueur. Cette mesure sera appelée la mesure de Lebesgue.

On remarque quelques propriétés élémentaires des mesures, qui se déduisent aisément de la défini-
tion ci-dessus.
Proposition 1.16. Soit (X, A, p) un espace de mesure.

(i) Additivité finie : si N > 1 et si Ay, ..., Ay € A sont deuz a deuz disjoints, alors on a u(UL_,
Soncr #(An)-
(ii) Monotonie : si A C B avec A, B € A, alors u(A) < p(B). Si en outre u(A)oo, alors on a en plus
uw(B\ A) = u(B) — p(A).
(117) Sous-additivité : si (An)n C A, on a

u< U An> <Y (4.

neN neN

Ay) =

(iv) Continuité a gauche : si la suite (Ay)n C A est croissante (i.e. Ay C Aa C ... C UyA,, ce qu'on

notera A, T U, Ay ), alors
w4 1 Ua,)

(v) Continuité a droite : si la suite (Ay)n, C A est décroissante (i.e. A1 D Az D ... D Ny A,, ce qu'on
notera A, | NpAy) et s’il existe ng tel que p(Ap,) < 0o, alors on a

p(An) 4 M<OAn>~

Démonstration. Le point (i) est trivial.

(ii) Puisque les ensembles A et B \ A sont disjoints et puisque B = AU (B \ A), on a u(B) =
u(A) + pu(B\ A) > u(A). Si u(A) < oo, cela entraine aussi que pu(B\ A) = u(B) — u(A).



(iii) Posons By = Ag et B,, = Ay \ U?:_& A; pour tout n > 1. Alors chaque B,, appartient a A, satisfait
B, C A,, et ces ensembles B,, sont deux a deux disjoints. On déduit donc

u(LnJAn) :M(LnJBn) = S () £ Xt

(iv) Soit A = U, cny An- Posons By = Ag et B, = A, \ A,_1 pour tout n > 1. Les ensembles construits
appartiennent 4 A et sont deux a deux disjoints. De plus, pour tout n € N, on a A, = BiU---U B,
et donc A = J; B;. On en déduit pu(A,) =37 u(Bj) et u(A) =377 u(By), d’ot

oo
hm,u, Z,u (A).
7=0

(v) On peut supposer que ng = 0. Posons B,, = A; \ A4,, pour tout n. Les éléments ainsi construits
appartiennent & A et la suite (By,)nen est croissante. Par le point (iv), on a

p(UBs) = timuB,) = () - tim ().

D’autre part, par (ii), on a

()=o) s -o(11)

n n

et la conclusion s’ensuit. O

Remarque 1.17. Notons que 'hypothése p(A,,) < oo au point (v) ne peut pas étre enlevée. En effet,
sur l'espace de mesure (N, P(N), ), considérons A, = {m € N:m > n}. D’une part, on a u(4,) = oo
pour tout n. D’autre part, puisque N, A4, = &, on a u(N,A,) = 0.

Le résultat suivant est un outil de base de la théorie des probabilités. Dans ce contexte, il se lit de
la maniére suivante : si la série des probabilités d'une suite d’événements converge, alors la probabilité
qu’une infinité d’entre eux se réalise simultanément est nulle.

Lemme 1.18 (Lemme de Borel-Cantelli). Soient (X, A, u) un espace de mesure et (Ap)nen une suite
d’éléments de A. Si
Z wu(Ay) < 400,

alors
1 ( lim sup An> =0,
n

ou limsup,, Ay, = Npen Ug>n Ak

Démonstration. Pour tout n € N, on pose B, = J;,, Ax. Alors (By)nen est une suite décroissante
d’élements de A. De plus
u(Bo) < u(Ay) < o0
n

La continuité a droite de la mesure 1 donne alors

u(limsupAn> —u(ﬂB ) —hm,u (Bp) < liTanZu(Ak) =0. O

k>n



1.4 Fonctions mesurables

Comme on a vu en introduction, sur un espace de mesure (X, A, 1), afin de pouvoir définir I'intégrale
de Lebesgue d’une fonction f : X — R, il est nécessaire de pouvoir donner un sens a la mesure des
ensembles de niveau f~1([a,b)) C X pour tous a,b. Etant donné que la mesure n’est en général pas
définie sur toutes les parties de X, mais seulement sur la o-algébre A, cela motive la notion suivante
de mesurabilité de fonctions : une fonction f : X — R est ‘mesurable’ si tous ses ensembles de niveau
appartiennent a A.

Par souci de généralité, nous commencons par introduire la notion de mesurabilité pour des fonctions
entre des espaces mesurables quelconques. Pour des fonctions & valeurs dans R, on verra que cela
coincide avec la notion voulue.

Définition 1.19. Soient (X,.A) et (Y,.A") deux espaces mesurables. On dit qu’une fonction f : X — Y
est (A, A")-mesurable (ou simplement mesurable) si f~'(B) € A pour tout B € A’

Le résultat suivant est souvent utilisé pour vérifier la mesurabilité d’une fonction. Sa preuve repose
sur un argument que nous emploierons fréquemment par la suite : pour montrer qu’'une propriété est
satisfaite sur toute une o-algébre, on considére I’ensemble des “bons” ensembles vérifiant cette propriété,
puis on montre que cet ensemble forme lui-méme une o-algébre contenant suffisamment d’ensembles
pour engendrer la o-algébre tout entiére.

Lemme 1.20. Soient (X, A) et (Y, A") deux espaces mesurables et f : X — Y. Supposons que F C
P(Y) est tel que o(F) = A'. Alors f est mesurable si et seulement si f~1(A) € A pour tout A € F.

Démonstration. Si f est mesurable, alors il est clair que f~'(A4) € A pour tout A € F. On passe
a la preuve de la réciproque : supposons que f~'(A) € A pour tout A € F, et montrons que f est
mesurable. Posons C = {A € A" : f71(A) € A}. On observe que C est une o-algébre. Puisque F C C
par hypothése, on en tire que A" = o(F) C C, et la conclusion s’ensuit. O]

Avec ce lemme en main, on peut maintenant montrer que la définition ci-dessus de mesurabilité est
équivalente a la définition voulue pour des fonctions & valeurs dans R.

Corollaire 1.21. Soit (X, A) un espace mesurable.

(i) Soit Y un espace topologique. Une fonction f : X — Y est (A, B(Y))-mesurable si et seulement
si f~Y(U) € A pour tout ouvert U C Y. On dit alors simplement que f est A-mesurable (ou
mesurable).

(ii) Une fonction f: X — R ou R est A-mesurable
< f~YU) € A pour tout ouvert U C R
— {reX: f(x) <b} € ApourtoutbeR, ,
<~ {r e X : f(x) <b} € A pour tout b € R,
< {zeX: f(x) > b} € A pour tout b € R,
— {zreX: f(z) > b} € A pour tout b € R.

(117) Soient X etY deux espaces topologiques. Toute fonction continue f : X —'Y est B(X)-mesurable.
Définition 1.22. Si X est un espace topologique, une fonction X — R ou R qui est B(X )-mesurable

est dite borélienne.

1.4.1 Propriétés élémentaires

Les lemmes suivants listent un nombre de propriétés élémentaires importantes de la mesurabilité
de fonctions.



Lemme 1.23.

(i) Soient (X, A), (Y, A) et (Z, A") des espaces mesurables. Si f : X — Y et g:Y — Z sont
mesurables, alors go f : X — Z est mesurable.

(ii) Soient (X, A) un espace mesurable, f : X — R? une fonction A-mesurable, et ¢ : R — R
continue. Alors ¢po f: X — R est A-mesurable.

Démonstration. (go f)~YA) = f~H(g™(A)) O

Lemme 1.24. Soit (X, A) un espace mesurable et soient f,g: X — R. La fonction (f,g) : X — R?:
z— (f(x),g9(z)) est A-mesurable si et seulement si f,g sont toutes les deur A-mesurables.

Démonstration. Supposons (f, g) mesurable. Comme les projections sont continues, on déduit que f, g
sont toutes deux mesurables. Supposons & présent f, g mesurables. Alors (f, ) !([a,o0) x [b,00)) =

fHa,00)) Ng=1([b,)) € A. ]

Lemme 1.25. Soit (X, A) un espace mesurable.
(i) f,9: X — R mesurables = af, f+g,f—g,fg: X — R mesurables; les fonctions mesurables
forment donc une algébre.
(ii)) A€ A<= 14 A-mesurable
(iii) si fn : X — R sont mesurables pour tous n, alors sup,, f,, et limsup,, f, sont mesurables
(iv) f,g: X — R mesurables = fV g :=max{f, g} et f Ag:=min{f, g} mesurables
(v) f: X — R mesurable <= f := fVO0 et f_:=(—f) V0 mesurables
(vi) f: X — R mesurable = |f|= fi + f_ mesurable

Démonstration. (i) Utiliser les lemmes précédents et noter que F(x,y) = x +y et G(z,y) = xy sont
continues R? — R. (i) On a 1,/ (U) = Asil € U 20, 1,'(U) = A°si 0 € U # 1, 1,}(U) = X
si 0,1 € U, et enfin 1,(U) = @ si 0,1 ¢ U. (iii) (inf, f,) Y[a,0]) = {z : fu(z) > a Vn} =
mnfgl([moo]) € Aet on asup, f, = —inf,(—fn), limsup,, fn = limy sup,,>x fn = infy sup, >y fa,
et liminf, f, = —limsup,,(—fy). - O

Lemme 1.26. Soit (X, A) un espace mesurable.

(i) Pour f,g: X — R mesurables, l’ensemble {x : f(z) < g(z)} (resp. >, =) est mesurable.

(ii) Pour une suite (f,)n de fonctions mesurables X — R, l’ensemble {x : lim,, f,(z) eriste} = {x :
limsup,, fn(z) = liminf, f,(x)} est mesurable.

1.4.2 Approximation par des fonctions simples

On appelle fonctions simples les fonctions pour lesquelles seul un nombre fini de points est atteint
en ordonnée. Comme on a vu en introduction, I'idée de Lebesgue est d’approcher les fonctions a intégrer
par des fonctions simples plutét que par des fonctions en escalier.

Définition 1.27. Soit (X,.A) un espace mesurable. Une fonction f : X — R est dite simple si son
image f(X) est un ensemble fini. Si f(X) = {a1,...,an} avec a; # a; pour i # j, on peut alors écrire

f=>"ala, avec A; :== f~1({ai}).

Lemme 1.28. Une fonction simple f : X — R est mesurable si et seulement si elle s’écrit sous la
forme f=3""a;1a, avecai,...,a, €R et Ay,..., Ap € A deuz & deux disjoints.

Démonstration. Si f est simple mesurable, on peut écrire f = > a;1a, avec A; = f~1({a;}), et
donc nécessairement A; € A. Réciproquement, une fonction de la forme f = > 7" | a;14, avec 4; € A
est clairement simple et mesurable. O



Proposition 1.29. Soit (X, A) un espace mesurable. Si f : X — [0,00] est mesurable, il existe une
suite (sp)n de fonctions simples mesurables positives telles que s, T f (c’est-a-dire s1 < s9 < ... < f
et sp(x) = f(x) pour tout x).

Démonstration. Comme on a vu en introduction, I'idée est de discrétiser ’espace des ordonnées. Plus
précisément, pour tout n, on définit

n2"—1
_ k
Sn = 2 ﬁ]lf—l([;n,%)) Tl p-1([n,00)).
k=0

et on vérifie que ce choix satisfait les propriétés annoncées. O

1.5 Intégration abstraite

La définition des intégrales se fait en trois étapes : on commence par définir I'intégrale de fonctions
simples mesurables positives, puis on passe & des fonctions mesurables positives générales, et enfin &
des fonctions mesurables signées.

1.5.1 Intégration de fonctions simples mesurables positives

Définition 1.30. Soient (X, A, 1) un espace de mesure et f : X — [0, 00] une fonction simple mesu-
rable, disons f = " a;14,. Pour A € A, I'intégrale (de Lebesgue) de f sur A par rapport a p est
définie par

i=1
Sur l'espace entier, on note simplement [ fdu = [ « Jdp. Dans cette définition, ainsi que partout dans

ce cours, on utilise la convention 0 - (+o0) = 0.

1.5.2 Intégration de fonctions positives

Définition 1.31. Soient (X, .4, u) un espace de mesure et f : X — [0, 00| une fonction mesurable.
Pour A € A, l'intégrale (de Lebesgue) de f sur A par rapport a p est définie par

/ fdu := sup { / sdp : s simple mesurable avec 0 < 5 < f}.
A A

Sur Pespace entier, on note simplement [ fdu = fX fdu.

Lemme 1.32. Soient (X, A, u) un espace de mesure, f : X — [0,00] une fonction simple mesurable,
et A e A. Alors les deux définitons de fA fdp données dans les Définitions 1.30 et 1.51 coincident.

Démonstration. Notons I1(f, A) et I(f, A) les définitions de [, fdu données dans les Définitions 1.30

et 1.31, respectivement. Par définition, I;(f, A) < Iy(f, A). Pour 'autre inégalité, il reste a voir que
pour s simple mesurable avec 0 < s < f on a I1(s, A) < I;(f, A). Pour ce faire, on écrit f et s comme

n m
f:Zai]lAia SzzbﬂlBﬂ
=1 =1



avec f(X) = {a1,...,a,}, s(X) = {b1,...,bn}, A; = f~1({a;}) disjoints deux a deux, et B; =
s71({b;}) disjoints deux & deux. Comme s < f, on a b; < a; sur A4; N B;. On peut alors calculer

A) =D bip(BinA) =YY bju(Ain BN A) < ZZ%MA NB;NA) = L(f,A),

j=1 j=1i=1 j=1 i=
ce qui donne l'inégalité voulue. O

Exercice 1.33. Soient (X,.4, 1) un espace de mesure, A, B € A, et f,g: X — [0, 00] mesurables.
(i) f<gswr A = [, fdu < [, gdp
(i) ACB = [, fdu < [5 fdu
(iii) c € [0,00) = [ efdu=c [, fdu
(iv) u(A) =0 = [, fdu =0 (méme si f = oo sur A)
) f
(vi)

(v =0sur A = [, fdp =0 (méme si p(A) = o)

fAfd,LL fxf]lAdM

Avec le point (iii) ci-dessus, afin de pouvoir conclure la linéarité de l'intégrale de fonctions positives,

il reste a voir
/(f+g)du = / fdu+/ gdp.
A A A

Cependant, avec la définition de I'intégrale comme un supremum, ce résultat n’est pas immédiat et
demandera un certain travail. On commence par montrer le résultat pour des fonctions simples.

Lemme 1.34. Soient (X, A, 1) un espace de mesure, A € A, et f,g: X — [0, 00| simples mesurables.

Alors
/A(f+g)du=/AfdM+/Agdu-

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme précédent, on commence par écrire f et g comme

n m
f:ZCLi]lAZ. et g:Zbi]lBi
i=1 =1

avec f(X) = {a1,...,an}, g(X) = {b1,..., b}, A; = f~1({a;}) disjoints deux a deux, B; = g~ 1({b;})
disjoints deux a deux, et X = U;4; = U; B;. On peut alors écrire f +g =31 >, (a; + bj)La;ns;,
et donc

/(f+g)du = ZZaz—i—b (A; N B; N A)

A i=1 j=1

- iiazufl N B; N A) +ZZbJMA NB;NA)
7=1

=1 =1 j=1

= > aip(AinA)+> biu(B;N A)

i=1 j=1

= /fdu+/gdu,
A A

comme souhaité. O



Pour montrer que le méme résultat est vrai pour des fonctions positives mesurables générales, on
va utiliser le résultat de convergence suivant. Ce résultat, di & Lebesgue et Levi, est fondamental et
montre & quel point 'intégrale de Lebesgue se comporte bien avec les limites. On en verra une version
légérement améliorée dans la suite. On rappelle que ce résultat est faux pour l'intégrale de Riemann
(voir le contrexemple en introduction) ; ceci prouve en particulier que 'intégrale de Riemann ne peut
étre vue comme une intégrale de Lebesgue par rapport & une mesure.

Théoréme 1.35 (Théoréme de convergence monotone, VO). Soient (X, A, u) un espace de mesure, f
une fonction positive mesurable, et (f,)n une suite croissante de fonctions simples positives mesurables

telles que fp, T f. Alors
[ it [ sin

Démonstration. On a f; < fo <--- < f et par monotonie de l'intégrale, il vient

[ hin< [ pdu< < [ g,

de sorte que la limite o := lim,, [ f,dp = sup,, | fndp existe dans [0, 0o] et

a i=lim / Fodp < / fdp.

Il reste a montrer que a > [ fdu. Par définition de l'intégrale, il suffit de montrer que toute fonction
simple positive mesurable s < f satisfait [ sdu < a.

Soit s une telle fonction simple positive mesurable avec s < f, et soit € > 0. Notons E, = {x € X :
fn(z) > (1 —e)s(x)}. Puisque la suite f,, est croissante, la suite E,, 1'est aussi. De plus, on remarque
que U, Fp, = X. En effet, pour tout « € X,

— Si s(z) = 0, alors trivialement = € E,, pour tout n.
— Sis(x) >0, alorson a0 < (1—e¢)s(z) < s(x) < f(x), et la convergence fp,(x) T f(z) assure qu’il
existe n assez grand tel que (1 — ¢)s(x) < fn(z), c’est-a-dire z € E,,.

Or, par définition de F,, et par monotonie de l'intégrale, on peut écrire

/ fndp > Jndp > (1 — 5)/ sdpt.
X En 3

—Q

Comme s est simple et comme F,, T X, la définition de I'intégrale de fonctions simples et la continuité
a gauche des mesures impliquent [, sdu 1 [y sdu. Ceci prouve o > (1 — ¢) [ sdp. Comme e > 0 est
arbitraire, on conclut a > [ sdp. O

Avec le résultat de convergence ci-dessus, on peut maintenant conclure la linéarité de I'intégrale de

fonctions positives.

Corollaire 1.36. Soient (X, A, p) un espace de mesure, f,g: X — [0,00] mesurables, et A € A. Alors

/A(f+g)du=/Afdu+/Agdﬂ-

Démonstration. Par la Proposition 1.29, il existe des suites croissantes (fy)n et (gn)n de fonctions
simples positives mesurables telles que f, 1 f et g, T g. La suite (f, 4+ gn)n est alors une suite
croissante de fonctions simples positives mesurables avec f, + gn T f 4+ g. Le théoréme précédent et la
linéarité de 'intégrale de fonctions simples donnent alors

/A(f—kg)duzli;Ln/A(fn—an)dM:li%n(/Afndu+liTan/Agndu> :/Afd,u—i—/gdu. 0



Un second corollaire montre que séries et intégrales commutent sans hypothése pour des fonc-
tions positives : en effet, comme d’habitude, dés qu’on a un résultat sur des suites, on a un résultat
correspondant sur les séries, via les sommes partielles.

Corollaire 1.37. Soient (X, A, ) un espace de mesure et (fn)n une suite de fonctions mesurables.

Alors
/X (;fn)duzzn:/)(fndu-

Démonstration. On a sy := 25:1 fn T2, fn et on peut alors appliquer le théoréme de convergence
monotone. O

Exemple 1.38. Soit (X, A, u) = (N,P(N),t). Toute fonction f : N — [0,00] est forcément P(N)-

mesurable et on vérifie que
[ rd=>" oo
N n=0

En effet, cette égalité est une conséquence du théoréme de convergence monotone avec s,(x) =

f@)la<n T f(z) et [spdf = >0 o f(R)E({k}) = Do f(k). En ces termes, le corollaire ci-dessus
nous apprend que pour toute double suite (ap i )n i € [0,00] on a le théoréme de Fubini

CSIIRS) oo oo
DD k= an

k=0n=0 n=0 k=0

En effet, cette égalité suit du Corollaire 1.37 appliqué a la suite de fonctions définies par f, (k) = ay k-
On s’¢émeuvra devant la vertu unificatrice de la théorie.

1.5.3 Intégration — cas général

Rappelons que les parties positives et négatives d'une fonction f & valeurs dans R sont définies par
fr=fVO0etpar fo = (—f)V0=—(fAO0) respectivement, et que ces fonctions sont mesurables si et
seulement si f 'est. Le seul souci dans la définition est qu’il faut éviter les indéterminations co — oo.

Définition 1.39. Soient (X, A, 1) un espace de mesure et f : X — R. On dit que f est intégrable
au sens de Lebesgue sur X par rapport & p si f est mesurable et si fX |fldp < oo. Dans ce cas, pour
A € A, lintégrale (de Lebesgue) de f sur A par rapport a p est définie par

/Afdu ::/Af*du—/Afdﬂ € R (1.1)

L’ensemble des fonctions intégrables X — R (pas R) est noté £}(X,A, ) (ou simplement £!(X)
ou £'(u) s’il n’y a pas de confusion possible). On dit par ailleurs que

— f est intégrable sur A si f1 4 est intégrable;

— Dintégrale de f sur A existe si fl4 est mesurable et si soit [, fTdu soit [, f~du est fini; dans ce
cas, on peut également définir l'intégrale de f sur A via (1.1), qui est alors bien défini dans R.

Sur l'espace entier, on note simplement [ fdu = [  fdp. Par ailleurs, on écrira parfois i) qJdp =
Ja f@)dp(z) = [, f(2)p(dz).
Lemme 1.40. Soient (X, A, 1) un espace de mesure, f,g € L1(X), et a € R.

(i) af € LYX) et [afdu=a [ fdu,

(i) f+geLNX) et [f+gdu=[fdu+ [gdp,



(iii) f<gsur X = [ fdu< [ gdp.

En d’autres termes, L'(X) est un espace vectoriel et Uapplication L'(X, A, p) — R : f Jx fdu est
une forme linéaire positive. *

Démonstration. (i) Si a = 0, alors af = 0 et [afdp = a [ fdu. Si a > 0, alors (af)™ = aft et

(af)” = aof . Ces deux applications sont donc intégrables, ce qui implique U'intégrabilité de af. De
plus,

/oefd,u: /af+du—/af_du:a/f+du—a/f_du:a/fdu.
Si a <0, alors (af)t = —af~ et (af) = —afT, et on procéde comme dans le cas précédent.

(ii) Puisque (f +g)t < fT 4+ gt et (f+9)~ < f~ + g, la monotonie de I'intégrale implique que
(f +g)" et (f +g)~ sont intégrables, donc f + g I'est également. On a

(f+o) —(F+9) =f+g=f"—f+9 g =(fT+g)-(f"+g7)
ou de fagon équivalente,

f+T+(+9g)=UT+g)+(f+9)7,

de sorte que la linéarité de l'intégrale de fonctions positives donne

(f+g)fdu+ [ (f~+g )dp= [ (fT+g )du+ [ (f+9) dp,
/ / / /

/(f+g)du—/fdu+/gdu-

(iii) Si f < g, alors g — f > 0 et par monotonie de 'intégrale pour les applications positives on obtient
alors fg — fdu > 0. Vu le point précédent, on en déduit que fgd,u > ffd,u. O

et donc

On montre ensuite I'inégalité triangulaire pour lintégration. Pour (X, A, u) = (N, P(N), 1), ceci
correspond & l'inégalité triangulaire habituelle. L’hypothése de mesurabilité de f est importante : il
existe des applications non-mesurables (donc non-intégrables) dont la valeur absolue est intégrable.

Lemme 1.41 (Inégalité triangulaire). Soient (X, A, i) un espace de mesure et f : X — R une fonction
mesurable. Alors f est intégrable si et seulement si |f| est intégrable. Dans ce cas,

‘/fd/i’ < /If!du~

Démonstration. Par définition, f est intégrable si et seulement si f* et f~ le sont. Puisque |f| =
ft+ f~, la Proposition 1.36 donne que |f| est intégrable si et seulement si f* et f~ le sont (un sens
est dii & la linéarité, 'autre a la monotonie). Dans ce cas, par I'inégalité triangulaire dans R, on a

’/fdu’= /f*du—/f—du\ < [ rraus [ rmau= [ 1fian g

1. Sur un espace topologique Haussdorf localement compact X, on verra en fait que toute forme linéaire positive
C:(X) — R peut s’écrire sous cette forme pour une certaine mesure (théoréme de représentation de Riesz-Markov).




1.5.4 Intégration de fonctions & valeurs vectorielles

Soit (X,.A, p) un espace de mesure. On rappelle qu'une fonction f = (f1,...,fn) : X — R” est
mesurable si et seulement si les composantes fi,..., f, : X — R sont toutes mesurables. Pour des
fonctions a valeurs complexes, comme C = R?, on déduit qu’une fonction f: X — C est mesurable si
et seulement si Rf et Sf sont mesurables X — R. L’intégration se généralise alors comme suit.

Définition 1.42. Une fonction f = (f1,..., fn) : X — R" est dite intégrable si toutes ses composantes
le sont, et on définit alors son intégrale

/fdu:(/fldu,...,/fndﬂ) e R™.

Une fonction f : X — C est dite intégrable si ses parties réelles et imaginaires le sont, et on définit

alors son intégrale
/fduz/%fdﬂ—i—i/%fd,u, e C.

De méme que sur R, on vérifie facilement la linéarité de I'intégrale de fonctions & valeurs dans R"
ou dans C. De plus, on peut généraliser I'inégalité triangulaire.

Lemme 1.43 (Inégalité triangulaire). Soient (X, A, u) un espace de mesure et f : X — R™ ou C une
fonction mesurable. Alors f est intégrable si et seulement si |f| est intégrable. Dans ce cas,

‘/fdu‘ < [171dn

Démonstration. On se focalise sur le cas d’une fonction mesurable f = (f1,...,fn) : X — R™ Il est
facile de voir que |f| est mesurable. Puisque |f| < |fi]|4...4|fnl, il est clair que | f] est intégrable si les
composantes de f le sont. De plus, si |f| est intégrable, alors les composantes de f le sont également
puisque | f;| < |f| pour tout ¢. Enfin, dans ce cas, il reste & montrer 'inégalité triangulaire, et on peut
supposer que [ fdu # 0. Notons alors o = (a,...,a,) = [ fdp/| [ fdu| € R™. Par définition de la
norme sur R”, on a alors |a| = let a- [ fdu =3, a; [ fidu = [ fdu|. Dés lors, en utilisant I'inégalité
triangulaire sur R, on obtient

’/fdu’ =Zijai/fidu=/(;aifi)du,

et donc, par le Lemme 1.41, la monotonie de 'intégrale, et 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur R”,
’/fdu' < [|Zaih
i

1.6 Ensembles de mesure nulle

dp < / \fldu. 0

On a vu que la valeur des fonctions sur des ensembles de mesure nulle n’a pas d’importance pour
'intégration : pour f : X — R mesurable et A € A avec pu(A) =0, on a fA fdu = 0. En particulier,
changer une fonction sur un ensemble de mesure nulle ne change pas son intégrale. Cela motive la
définition suivante.

Définition 1.44. Soit (X, A, 1) un espace de mesure. Un sous-ensemble N de X est dit p-négligeable
sl existe un ensemble A € A tel que N C A et u(A) =0.



Par monotonie de la mesure, on remarque qu'un ensemble N € A est u-négligeable si et seulement
s'il est de mesure nulle, c’est-a-dire u(N) = 0. La définition ci-dessus est plus générale comme elle ne
suppose par la mesurabilité de N. On définit a présent la notion de ‘presque partout’.

Définition 1.45. Soient (X, A, 1) un espace de mesure et Y C X. On dit qu’une propriété P est vraie
p-presque partout dans 'Y (on écrit p-p.p.) si 'ensemble des points de Y pour lesquels cette propriété
n’est pas vérifiée est p-négligeable (c’est-a-dire, s’il existe N € A tel que u(N) = 0 et P est vraie en
tout point de Y\ N).

Lorsque le contexte est clair, on parle d’ensemble négligeable, et on dit qu’une propriété est vérifiée
simplement “presque partout”, ou “p.p.”, sans faire référence & la mesure pu.

Exercice 1.46. Soit (X, A, ) un espace de mesure.

(i) Soient f et g deux fonctions définies sur X.
— On dit que f = g p-presque partout si 'ensemble {x € X : f(z) # g(x)} est p-négligeable.
On note alors f = g p-p.p., ou f(z) = g(x) p— V.
— On dit que f > g p-presque partout si 'ensemble {x € X : f(z) < g(x)} est p-négligeable.
On note alors f > g p-p.p., ou f(z) > g(x) p— V.
Remarquons que les ensembles {x € X : f(x) # g(z)} et {x € X : f(x) < g(z)} appartiennent
a Asi f et g sont mesurables.

(i1) Soit (fn)n une suite d’applications définies sur X et f une application définie sur X. On dit que
la suite (fy,)n converge u-p.p. vers f si 'ensemble {z € X : lim,, f,(z) # f(z)} est u-négligeable.

On observe que 1’égalité p.p. définit une relation d’équivalence sur les fonctions mesurables. Pour
I'intégration, comme le montre le lemme suivant, ce sont seulement les classes d’équivalence corres-
pondantes qui importent. En notant f ~ g si f = g p.p., cela motive de définir ’espace quotient
LYX, A, p) == LY(X, A, 1)/ ~, soit I'ensemble des classes d’équivalence de fonctions intégrables égales
presque partout. On reviendra plus en détail sur ce point dans la suite, mais insistons qu’il s’agit ici
d’un tournant conceptuel important : on ne parlera plus de fonctions définies en tout point, mais de
classes d’équivalences de fonctions égales presque partout.

Lemme 1.47. Soient (X, A, ) un espace de mesure et f,g : X — R mesurables. Si f = g p-p.p. et
ferlt alorsge Lt et [, f=[,9 pourtout A€ A.

Démonstration. Par hypothése, il existe N € A, u(N) = 0, tel que f(z) = g(z) pour tout x € N°. On

peut alors décomposer
[st=[ ol [ o= [ 1<
X Ne N Ne
——
=0

L= Lot Loy = Lo L= :
—

_() =0

Par ailleurs,

On montre a présent quelques résultats utiles, qui montrent que certaines propriétés des intégrales
peuvent impliquer des propriétés presque partout des fonctions.

Lemme 1.48. Soient (X, A, 1) un espace de mesure et f : X — R mesurable.
(i) [Ifldp=0 = f=0p-pp.
(ii) fe LX) = |f| < oo p-p.p.



Avant de passer & la preuve de ce lemme, on rappelle I'inégalité de Markov, qui est bien connue
dans le cadre probabiliste. Il s’agit d’'un outil crucial pour des intégrales a la mesure des ensembles de
niveau.

Lemme 1.49 (Inégalité de Markov). Soient (X, A, i) un espace de mesure et f : X — R mesurable.
Pour toutt >0, on a

({z: |f(@) > 1) < ! /

Sl <} [ 17ldn
{z:| f(z)|>1}

Démonstration. En notant 4; := {z € X : |f(z)| > t} et en remarquant 14, < 1|f|14,, on obtient
par monotonie de l'intégrale,

e € X2 1@ = ) = wd) = [ndn < [ Hifldu<t [ 1flan =
t
Démonstration du Lemme 1./8. (i) Si [ |f|du = 0, 'inégalité de Markov donne pour tout ¢ > 0,

w({z e X - |f(a)] > 1)) < 1/|f|du —0,

et donc, en décomposant
freX: f(2) 0} = Jfo e X |f@)] = 1/n},
n=1

la continuité de la mesure donne
ul{a € X« f(x) #0)) = limp({z € X : |f(2)] = 1/n}).

(ii) Par I'inégalité de Markov, on peut borner

(e € X2 [f(@)] = o)) < u{o € X+ |7 = ) < & [ 17kdn
et on note que le membre de droite tend vers 0 quand n 1 co pourvu que [ ¢ [fldp < oo. O

1.6.1 Espace de mesures complets

L’ensemble des points pour lesquels une propriété est vérifiée n’est pas nécessairement un ensemble
de A. En particulier, si f, g ne sont pas mesurable, I’ensemble {z € X : f(z) # g(x)} n’est en général
pas mesurable. De méme, dans le Lemme 1.47 ci-dessus, la mesurabilité de f et ’égalité f = g p.p. ne
suffit pas a assurer la mesurabilité de g. Cela motive la définition suivante.

Définition 1.50. Soit (X, A, 1) un espace de mesure. La mesure y est dite compléte si tout ensemble
p-négligeable est un élément de A. En d’autres termes, la mesure p est compléte si pour tout A € A
avec (A) =0ona N C A = N € A. Alternativement, on dit alors que ’espace de mesure (X, A, i)
est complet.

Lemme 1.51. Soit (X, A, 1) un espace de mesure complet.

(i) Etant donné deuzx fonctions f,g : X — R, si f = g p-p.p. et si f est mesurable, alors g est
mesurable.



(ii) Si (fn)n est une suite de fonctions mesurables f, : X — R, et si f, — f p.p. pour une fonction
f: X =R, alors la limite f est mesurable.

Démonstration. (i) Posons N = {z : f(x) # g(z)}. Par hypothése, N est u-négligeable et comme la
mesure est compléte, on en tire que N € A et u(N) = 0. Alors pour tout b € R, il vient

{z:g9(x) <b} = ({z: f(x) <b}NN)U({z:g(z) <b}NN).

Comme p est compléte, on sait que {z : g(z) < b} NN € A, d’ou la conclusion.

(ii) On sait que liminf,, f,, est mesurable. Comme f et liminf,, f, sont égales u-presque partout, le
Lemme 1.51 implique que f est mesurable. O

Insistons que le résultat précédent est faux si p n’est pas une mesure compléte. En effet, soit IV
un ensemble p-négligeable n’appartenant pas a4 A. Alors la fonction caractéristique 1 et la fonction
constante 0 sont égales u-p.p. Néanmoins, la fonction 15 n’est pas mesurable alors que la fonction
constante 0 I’est. De méme, si on prend la suite de fonctions dont chaque terme est égal & la fonction 0,
cette suite converge u-p.p. vers la fonction 1 .

1.6.2 Complétion de mesures

Au vu de la section précédente et du caractére agréable des espaces de mesure complets, on peut
se demander s’il n’est pas possible de toujours compléter un espace de mesure en lui “ajoutant” ses
ensembles négligeables.

Définition 1.52. Soit (X,.A, ) un espace de mesure. La complétion de A par rapport a p est la
collection A des sous-ensembles A de X pour lesquels il existe F, F' € A tels que

ECACF et pu(F\E)=0.

Lemme 1.53. Soit (X, A,u) un espace de mesure. La complétion A de A est une o-algébre qui
contient A.

Démonstration. 11 est clair que A C A (en prenant £ = F = A). En particulier, X € A. De plus, si
ECACPFetu(F\E)=0,alors F¢ C A° C E€ et u(E°\ F°) = u(F\ E) = 0. Donc A est stable par

passage au complémentaire. Enfin, si (A,), est une suite d’éléments de A, alors pour tout n il existe
E,, F, € Atels que E, C A, C F,, et u(F, \ E,) = 0. Posons F = U, E, et F' = U,F,. Clairement,
E FeAet ECU,A, C F. De plus,

N(F\E)Slu(UFn\En) SZM(FN\En):O

et donc U, A4,, € A. O

Remarquons que si E et F' sont des ensembles comme & la Définition 1.52, on obtient directement
que p(F) = u(F). De plus, pour tout B € A avec B C A, on a pu(B) < u(F) = p(E), ce qui implique

n(E) = sup {u(B) : B€ A, B C A},

et la valeur commune de p(E) et pu(F') ne dépend donc que de A et . Ceci motive la définition suivante
pour la complétion de la mesure pu.

Définition 1.54. Soit (X, .A, 1) un espace de mesure. La complétion fi de u est Papplication

n:A— 0,00 : A sup {u(B): Be A, B C A}.



Proposition 1.55. Soit (X, A, u) un espace de mesure. La complétion i de ju est une mesure compléte
sur (X, A) telle que i(A) = pu(A) pour tout A € A.

Démonstration. 11 est clair que i est une application qui prolonge p. En particulier, () = 0. Soit
(A,)n une suite d’éléments deux & deux disjoints de A. Pour tout n, il existe E,, F,, € A tels que
E, C A, C F, et u(F, \ E,) = 0. Bien sir, les ensembles (E,), sont deux a deux disjoints et en
procédant comme dans la preuve de la Lemme 1.53, on a

N( U An) = ,U/(U En) = Z ,UJ(En) - Zﬁ(An)
n n n n
puisque p est une mesure. Enfin, 77 est compléte par construction. O

Exemple 1.56. Un exemple trivial d’espace de mesure non complet est le suivant : X = R, A = {&, R},
et = 0. Sa complétion est A = P(R) et i = 0.

1.7 Théorémes limites

Dans cette section, nous démontrons les résultats classiques concernant le passage a la limite dans
I'intégrale de Lebesgue. On commence par rappeler le théoréme de convergence monotone, cf. Théo-
réme 1.35. On généralise légérement 1’énoncé pour ne demander la validité des hypothéses que p.p.

Théoréme 1.57 (Théoréme de convergence monotone). Soient (X, A, p) un espace de mesure, (fn)n
une suite de fonctions mesurables X — [0,00], et f : X — [0,00] mesurable telles que f, T f p.p.
(c’est-a-dire fr, < fn+1 p.p. pour tout n et f, — f p.p.). Alors

[ fudut [ san

Démonstration. Soit M = {z € X : fo(z) < fox1(z) Vn, lim, f,(z) = f(z)}. Par mesurabilité
de fn, f, cet ensemble M est mesurable et son complémentaire s’écrit M€ = Up{z € X : fo(x) >
fr+1(z)} U{z € X : liminf, f,(z) # f(z)} U{r € X : limsup,, fn(z) # f(x)}, qui est de mesure nulle
par hypothése. Il suffit & présent d’appliquer Théoréme 1.35 & f,1as et f1as. O

Le deuxiéme théoréme fondamental de convergence est le lemme de Fatou. On remarque que 1’égalité
dans ce lemme ne peut étre espérée en général : par exemple, étant donné X = AUB avec ANB = &,
A, B € A, et u(A),u(B) > 0, si on considére la suite fo, = 14, font1 = 1p, on a liminf, f, = 0
mais liminf, [y fndp = min{u(A), u(B)} > 0. Méme s’il ne donne qu’une inégalité, ce résultat sera
extrémement utile.

Théoréme 1.58 (Lemme de Fatou). Soient (X, A, 1) un espace de mesure et (fn)n une suite de
fonctions mesurables X — [0, 00]. Alors

/(liminf fn>du < liminf/fndu.

Démonstration. Pour tout n, posons g, = infy>, fi. Alors chaque fonction g, est mesurable et la
suite (gn)n est croissante. De plus, par définition, lim inf,, f,, = lim,, g,,. Le théoréme de la convergence
monotone donne alors

/liminf fndp = /limgnd,u = lim/gnd,u < liminf/fnd,u

ou la derniére inégalité suit de la monotonie de I'intégrale avec g, < f, pour tout n. O



Enfin, on arrive a présent au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, qui par sa généralité
et son applicabilité justifie & lui seul I'intérét de la théorie de Lebesgue.

Théoréme 1.59 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soient (X, A, 1) un espace de
mesure, (fn)n une suite de fonctions mesurables X — R et f : X — R une fonction mesurable telles
que fn — f p.p. Supposons qu’il existe une fonction intégrable g : X — [0, 00] telle que |fn] < g p.p.
pour tout n. Alors les applications f, et f sont intégrables pour tout n et l'on a

hm /\fn fldu = 0.

/fndu%/fdu.

Démonstration. Comme g est intégrable, on note que |g| < oo p.p. Par hypothése, il existe alors un
ensemble N € A avec u(N) = 0 tel que |fp(z)| < g(z) < 00 et fr(x) = f(z) pour tout x € N On
pose pour tout n,

En particulier,

hn(z) = 29(x) — | fu(x) = f(2)[Lne(2).

On remarque que (hy,), est une suite de fonctions mesurables & valeurs dans [0, 00] et que h,, — 2g
simplement. Le lemme de Fatou implique alors

/2gd,u, < liminf/hndu = hminf(/diM_/‘fn—f‘d:“)
= /2gdu—limsup/|fn—f|d%
d’out
limsup/fn—f!du—o

et la limite vaut donc également 0. Enfin, 'inégalité triangulaire donne

‘/fndu - /fdu’ - ’/(f - fn)du’ < [17 = fuldn,

et on conclut lim,, [ fodp = [ fdu. O

1.7.1 Application : dérivation sous le signe intégral

Soient (X, A, 1) un espace de mesure et U C R? un ouvert. On considére les propriétés de régularité
sur U de fonctions de la forme F(y fX x,y)du(z) avec f: X x U — R.
Proposition 1.60. Etant donné un point a € U, supposons
(i) Yy € U, x — f(x,y) est dans LY(X, A, p) ;
(1)) Vo € X, y— f(x,y) est continue en a;
(i) Jg € LY(X, A, ,u) tel que V'z € X on a sup,ep | f(2,y)| < g(z).

Alors la fonction F(y fX x,y)du(z) est aussi continue en a.

Démonstration. Soit (yn)n une suite de points de U avec y, — a. On veut montrer que F(y,) — F(a).

Par définition, on a F(y,) = [y @ndp ot on(z) == f(z,yx) satisfait [o,| < g p.p. et @ = f(-,a) p.p
La conclusion est alors une conséquence de la convergence dominée. O



Proposition 1.61. Supposons
(i) Yy €U, x — f(x,y) est dans LY(X, A, 1) ;
(1)) Vo € X, y— f(x,y) est dérivable sur U dans la direction e ;
(iii) Jg € LY(X, .A,,u) tel que V'x € X on a supycy |0f/0y1(x, y)| < g(x).
Alors la fonction F(y) = fX x,y)du(z) est aussi dérivable sur U dans la direction e et on peut

dériver sous le signe : 3F/8y1 = [y e(z,y)du(z) o pour presque tout x on a o(x,-) = 0f /Oy (x,-).

Démonstration. Soit a € U et soit (hy), C R\ {0} avec hy,, — 0. On considére le quotient différentiel

hn ) hn - )
POt 0 [ ) o= LR 2 (020)

Par hypothese, 1, — 0y, f(-,a) p.p. De plus, pour presque tout z, le théoréme des accroissements finis
donne | (z)| < supgeo,1) [0y, f (2, a + Ohyer)| < g(x). La conclusion est alors une conséquence de la
convergence dominée. O

1.8 Mesure image

On observe qu’une application f : X — Y permet de “projeter” (ou push-forward) toute o-algebre
sur X en une o-algébre sur Y, ainsi que toute mesure sur X en une mesure sur Y.

Lemme 1.62 (Mesure image). Soit (X, A, n) un espace de mesure, soit Y un ensemble, et soit f :
X — Y une fonction.

(i) La famille fLA = {A CY : f71(A) € A} est une o-algebre sur Y, qu’on appelle la o-algébre
image de A par f. SiY est muni d’une o-algeébre A’ et si f est (A, A')-mesurable, alors frA C A'.

(i) L’application fiu: fA — [0,00] définie par fou(A) = p(f~1(A)) est une mesure sur fo.A, qu'on
appelle la mesure image de p par f.

(iii) Une fonction h : Y — R est f.A-mesurable si et seulement si ho f : X — R est A-mesurable.
Pour une fonction fiA-mesurable h:' Y — [0, 00|, on obtient alors

| ntt = [ o pan (1.2)
Y X

Enfin, une fonction h : Y — R appartient a L1(Y, fi A, fiu) si et seulement si hof € LY(X, A, ),
et dans ce cas la méme égalité (1.2) a lieu.

Démonstration. (i)Ona f~'(Y) =X € A,etdoncY € f,A.SiA € f,A,ona f~1(A°) = f~1(A) € A,
et donc A° € f,A. Enfin, si (A,), C f.A, alors f~1(Up,A,) = Unf~H(A,) € A, donec U, A, € fiA

(iii) L’équivalence des notions de mesurabilité suit la définition. On se tourne a présent vers la preuve
de (1.2). On commence par montrer ce résultat pour h = 14 avec A € f,A. Dans ce cas, on a
Jy Lad(fep) = fip(A) = p(f7H(A)) et [ (Lao f)du = p(f~1(A)), ce qui prouve (1.2). Par linéarité,
on déduit que (1.2) est valable pour toute fonction h simple mesurable positive. Par convergence
monotone, on déduit alors (1.2) pour toute fonction h mesurable positive. L’équivalence des notions
d’intégrabilité est une conséquence de (1.2). O



1.8.1 Application : probabilités et espérance

Soit (€2, .4, P) un espace de probabilité, c’est-a-dire un espace de mesure avec P(2) = 1. On rappelle
que l'ensemble ) est interprété comme lensemble des réalisations w € Q (I™univers”), la o-algébre
comme l'ensemble des événements A € A, et P(A) comme la probabilité de I’événement A. Dans ce
cadre, une variable aléatoire est définie comme une fonction mesurable X :  — R. Celle-ci associe donc
A toute réalisation w € Q une valeur X (w) € R. Si la variable aléatoire X est positive ou intégrable,
alors son espérance est définie comme son intégrale

E[X] := /Q XdP.

Par ailleurs, par la construction ci-dessus, on remarque qu’une variable aléatoire X engendre une
mesure image Px := X, P sur (R, B(R)), que 'on appelle la loi de X,

Px(B) := X,P(B) := P(X '(B)) =P({w: X(w) € B}), B € B(R).

En ces termes, pour X positive ou intégrable, le résultat (1.2) (avec h(t) = t) montre que l'espérance
peut s’écrire comme une intégrale sur R par rapport a la loi de X,

E[X]:/QXdIP:/thIP’X(t).






Chapitre 2

Mesure de Lebesgue

Dans ce chapitre, le but est de construire la mesure de Lebesgue £ sur R (et plus généralement L,
sur R%), soit la mesure qui généralise la notion de longueur sur R (ou d’aire sur R?, volume sur R?,
etc.) Plus précisément, on va construire une unique mesure £ sur (R, B) telle que p([a, b]) = b—a pour
tous a < b.

2.1 Unicité de mesures : théoréme de classe monotone

Sur un espace vectoriel, on rappelle que deux applications linéaires égales sur une base vectorielle
coincident sur ’espace entier. De méme, on peut se demander s’il est vrai que deux mesures égales sur
un sous-ensemble de parties qui engendrent la o-algébre sont forcément égales. En général, la réponse
a cette question est cependant négative : on va voir qu’il faut supposer davantage sur la structure du
sous-ensemble de parties sur lesquelles les mesures sont supposées égales.

La premiére question est de comprendre la structure du sous-ensemble de parties sur lesquelles
deux mesures peuvent coincider. Cela nous méne a la définition suivante.

Définition 2.1. Soit X un ensemble. Une collection M de parties de X est une classe monotone (ou
classe de Dynkin, ou \-systéme) si

— X e M,
— AeM = A°e M,
— (Ap)n € M deux a deux disjoints = U,A, € M.

Exemple 2.2. Soient (X,.A) un espace de mesure et u, v des mesures finies sur (X, .A) avec u(X) =
v(X). Alors I'ensemble M = {A € A: u(A) = v(A)} est une classe monotone.

Bien siir, toute o-algébre est une classe monotone. La réciproque n’est cependant pas vraie, mais
le résultat suivant (dit & Sierpinski et popularisé par Dynkin) caractérise précisément ce qui manque
pour qu’'une classe monotone soit une o-algébre.

Lemme 2.3 (Lemme de classe monotone, ou théoréme m-\). Toute classe monotone stable par inter-
section finie est une o-algébre. En d’autres termes, un A-systéme qui est aussi un w-systéeme (i.e. un
sous-ensemble de parties stable par intersection finie) est nécessairement un o-algébre.

Démonstration. Soit M une classe monotone sur un ensemble X, que I’on suppose stable par intersec-
tions finies. Pour (A,), C M, on peut alors considérer

By=A¢ et Bpyi=An1\ U Aj=Ap 1N ﬂ A5,
=0 =0
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et on remarque que (By,), est une suite d’éléments de M deux & deux disjoints dont I'union est égale
a U, A,. Comme M est une classe monotone, on déduit U, A,, = U, B, € M. O

Comme dans le cas de o-algébres, il est aisé de vérifier que l'intersection de classes monotones est
encore une classe de Dynkin, ce qui permet de définir la plus petite classe de Dynkin qui contient une
collection donnée F de parties de X.

Lemme 2.4. Soient X un ensemble et F C P(X). Il existe une plus petite (au sens de l'inclusion)
classe monotone sur X qui contient F. On Uappelle la classe de Dynkin engendrée par F et on la

note A\(F).

En ces termes, on peut a présent démontrer la généralisation suivante du lemme de classe monotone :
il suffit que F soit un m-systéme pour que la classe monotone engendrée \(F) soit également un -
systéme et donc une o-algébre.

Théoréme 2.5 (Théoréme de classe monotone). Soit X un ensemble. Si F C P(X) est stable par
intersection finie, alors \(F) = o(F).

Démonstration. Comme toute o-algébre est une classe monotone, on a A(F) C o(F), et il reste a
montrer l'autre inclusion. Par le lemme de classe monotone, il suffit de montrer que A(F) est stable par
intersection finie : ce sera alors une o-algébre qui contient F, donc aussi o(F). Pour tout B € \(F),
on pose
Mp={AeXF): AnB e AF)}.
Il est clair que M p contient X et est stable par union disjointe. De plus, si A € Mp, on a
A°NB=(ANB)NB = ((ANB)UB")" € A\(F),

ce qui montre que M pg est une classe monotone. Si B € F, alors F C Mp puisque F est stable par
intersection finie. Ainsi, A(F) C Mp. Par conséquent, si A € \(F) et si B € F, alors AN B € \(F),
c’est-a~dire B € My4. On en tire que pour tout A € A(F), F C My, d’ou A(F) C My4. Au final, on a
donc que pour tous A, B € A\(F), AN B € A\(F), d’ou la conclusion. O

Grace a ce théoréme, on peut déduire un critére fondamental pour 1'unicité de mesures. On com-
mence par le cas de mesures finies.

Corollaire 2.6 (Unicité de mesures, VO0). Soient (X,.A) un espace mesurable et F C A une collection
stable par intersection finie, avec X € F et o(F) = A. Si puy et po sont deux mesures finies sur (X, A)
qui sont égales sur F, alors on a p1 = pg sur A.

Démonstration. Soit M ={A € A: pui1(A) = p2(A)}. On a déja vu que M est une classe monotone.
Par le théoréme de classe monotone, avec les hypothéses sur F, on déduit A = o(F) = A(F) C M,
d’ou la conclusion. O

Or, la mesure de Lebesgue sur R ne sera bien str pas une mesure finie. Il est donc nécessaire
d’étendre ce résultat d’unicité & des mesures plus générales. Pour ce faire, on introduit la notion
d’espace de mesures o-finis. C’est en quelque sorte un équivalent en théorie de la mesure de la notion
d’espace localement compact en topologie.

Définition 2.7. Soit (X, .4, u) un espace de mesure et F C A. On dit que la mesure p est o-finie
sur F s’il existe une suite croissante (4, ), C F telle que

X:UAn et u(A,) <oo VneN.

Si F = A, on dit simplement que p est o-finie. Alternativement, on dira aussi que I'espace de mesure
(X, A, 1) est o-fini.



Remarque 2.8. De fagon équivalente, un espace est o-fini si et seulement s’il existe une suite (C,), C
A d’ensembles deux a deux disjoints tels que X = U, C), et u(C,) < oo. En effet, il suffit de poser

Co = A \U,,, Am-

Corollaire 2.9 (Unicité de mesures, V1). Soit (X, .A) un espace mesurable et F C A une collection
stable par intersection finie, avec o(F) = A. Si py et po sont deur mesures sur (X, A) qui sont égales
sur F, et si py est o-finie sur F, alors on a p1 = pg sur A.

Démonstration. Par hypothése, nous pouvons considérer une suite croissante (A,), C F telle que
X = UpAy, et p1(A4,) < oo pour tout n. Pour tout n, on pose alors pi,(A4) = u(ANA,) et
pon(A) = pa(ANA,), ce qui définit des mesures finies sur (X,.A) qui sont égales sur F. Par le
Corollaire 2.6, on obtient fi1, = 2, pour tout n. Par continuité & gauche des mesures, on obtient
ainsi pour tout A € A,

pa(A) = lim g (A) = lim prg 5, (A) = p2(A). O

2.2 Mesures extérieures

Partant de la notion élémentaire de longueur pour les intervalles sur R, une maniére naturelle
d’essayer de I’étendre en une mesure sur des ensembles plus généraux consiste a recouvrir I’ensemble
considéré par une famille dénombrable d’intervalles, puis & prendre I'infimum des longueurs totales
correspondantes. Plus précisément, pour A C R, on définit

L*(A) = inf { > " (bn — @n) ¢ (@n)as (ba)a C Ry an < byy A C Upan, bn]}. (2.1)

n

Cependant, ceci ne peut pas définir une mesure sur P(R) : si c’était le cas, on obtiendrait une contra-
diction avec I'exemple de Vitali. Autrement dit, £* ne peut pas étre additive sur P(R). La stratégie
va consister a partir de £* et & montrer qu’elle se restreint naturellement & une vraie mesure sur une
sous-o-algebre strictement plus petite que P(R), mais suffisamment riche pour nos besoins.

Pour formaliser cette idée, on adopte & nouveau une approche axiomatique : on identifie les pro-
priétés essentielles vérifiées par L*, ce qui conduit & la notion abstraite de mesure extérieure. On verra
plus loin que L£* est une mesure extérieure et on ’appellera la mesure extérieure de Lebesgue.

Définition 2.10. Soit X un ensemble. Une application p* : P(X) — [0, 00] est une mesure extérieure
sur X si

— p* est monotone : A C B = p*(A4) < p*(B),
— p* est o-sous-additif : pour tout (A4,), C P(X),

M(UA> <Y )

Exemple 2.11. Soit X un ensemble.

— L’application p* définie par p*(A) = 1si A # @ et pu*(@) = 0 est une mesure extérieure mais n’est
pas une mesure.

— L’application p* définie par ;1*(A) = 0 si A est dénombrable et p*(A) = 1 si A est non-dénombrable
est une mesure extérieure.

— Considérons 'application p* définie par p*(A) = 0 si A est fini et p*(A) = 1 si A est infini. Si X
est infini, alors p* n’est pas une mesure extérieure.



Ce qui manque & une mesure extérieure pour étre une mesure, c’est la g-additivité. Pour y remédier,
on considére une classe d’ensemble importants, sur lesquels une certaine additivité est vérifiée : on
dit qu’'un ensemble est p*-mesurable s’il décompose chaque sous-ensemble de X en deux parties sur
lesquelles la mesure extérieure est additive.

Définition 2.12. Soient X un ensemble et u* une mesure extérieure sur X. Un ensemble M C X est
dit p*-mesurable s’il satisfait le critére de Carathéodory, pour tout A C X,

1 (A) = p* (AN M) + ' (AN M),
On note M+ la collection des ensembles p*-mesurables de X.

Remarque 2.13. Soient X un ensemble et p* une mesure extérieure sur X. On donne deux définitions
alternatives de la p*-mesurabilité.

(i) M € M~ si et seulement si, pour tout A C X avec p.(A) < oo,
WF(A) > (AN M) + (AN M),

Cette inégalité est en effet triviale pour u.(A) = oo, tandis que l'inégalité inverse est toujours
vérifiée par sous-additivité.

(i) M € M- si et seulement si, pour tout A C M et B C M€,
W (AUB) = p*(A) + u*(B). (2.2)
En effet, si M € M+, on a par définition, pour tout A C M et B C M¢,
W (AU B) = i (AU B) (1 M) + " (AU B) N M€) = u*(A) + 4 (B).

Réciproquement, si M satisfait (2.2), alors, pour tout C' C X, en choisissant A = C N M et
B =CnM¢, onobtient u*(C) = p*(CN M)+ p*(CN M), et donc M € M,-.

On va montrer que M+ constitue une o-algébre et que la restriction u* . est une mesure. Pour
o My,
ce faire, on commence par un nombre d’éléments préliminaires en ce sens.

Lemme 2.14. Soient X un ensemble et u* une mesure extérieure sur X.
(i) M€ My» = M€ M-
(i) X, & € My
(1ii) M,N € My = M\ N € M-
() (Myp), C My» deuz & deux disjoints = U, M, € M= et de plus, pour tout A C X,

pr(A) =t (AN M) + p* (Am ﬂM;;).

Démonstration. Le premier point se déduit directement de la définition.
(i) On remarque que p*(@NA) + p*(X NA) = p* (@) + p*(A) = p*(A), ce qui montre X, & € M-

(iii) Soient M, N € M, et considérons A C M\ N et BC (M \ N)* =M UN. Comme N € M,
on a

p(A) + 7 (B) = p*(A) + " (BN N) + p*(BNN).
Comme M € M=, en utilisant Remarque 2.13(ii) avec A C M et BN N¢ C M¢, on obtient

P (A) +p*(B) = p*(BNN)+p*(AU(BNN)).



De méme, pour BN N C N et AU (BN N C N¢ on obtient
W (A) + 1 (B) = w* (BN N)U AU (BN N9)) = (AU B),

d’ou la conclusion.

(iv) Soit (Mp)n C M» deux a deux disjoints. Pour tout n, on pose A, = {J;<, Mk. Montrons par
récurrence A, € M+ et pour tout A C X,

pr(A) =D (AN My) + p* <A n) M,g> : (2.3)
k<n k<n

Le cas de base est clair car Ag = My € M. Supposons & présent le résultat vérifié pour tout m < n
et montrons-le pour n + 1. Pour A C X, on a

pi(A) = p (AN Mysr) +p (AN ML)
= W(AN M) +p (AN Mg N Ap) + p (AN My NAY)
= W(ANMpgr) +p (AN Mg 0 Ap) + 1" (AN A7)

puisque My 11, Ay € My« et Apy1 = My U A, Comme A, et M, sont disjoints, on a A, C M,
et donc

WA = (AN Mysr) + a7 (AN A) + (AN AS,).
En appliquant & présent I’hypothése de récurrence avec A N A,,, on obtient
PrANAL) = @ (AN Ay N My) +u*<AﬁAnm N M,g) = p (AN M)
k<n k<n k<n
puisque M, C A, pour k < n et Np<, Mg = Af. On obtient donc

p(A) = p(ANMayg)+ Y pf (AN M)+ p (AN AS,,)
k<n

= Z M*(AﬂMk)—FM*(Aﬂ ﬂ M,ﬁ),
k<n+1 k<n+1
d’ou I'égalité (2.3) souhaitée au niveau n + 1. Il reste & montrer A, {1 € My-. En combinant la
sous-additivité de u* et I’égalité démontrée, on obtient
p(A) = Z p(ANM) +p* (ANA; ) > p (AN Appr) + " (ANA; L),
k<n+1

ce qui implique A, 1 € M» par Remarque 2.13(ii).

Maintenant que (2.3) est démontré pour tout n, il reste a passer a la limite n 1 oo pour conclure (iv).
Cependant, ceci n’a rien d’évident comme une mesure extérieure ne satisfait en générale pas de conti-
nuité a gauche comme les mesures. Comme A,, C Uy M}, on a N M} C A7, et donc par monotonie

W) 2 S anan) + (A0
k

k<n

Puisque cette relation est vraie pour tout n, on déduit
C
pr(A) =) pt (AN M) +u*<AﬁﬂM;§> > u*<AﬂUMk> +u*<Aﬂ (UMk) )
k k k k

ou la derniére inégalité provient de la o-sous-additivité de p*. Par Remarque 2.13(i), ceci permet de
conclure Ui My, € M+, et toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités. O



A la lumiere des observations précédentes, on peut désormais conclure que M« est une o-algebre
sur laquelle p* se restreint en une mesure. Ce résultat fournit par conséquent une méthode trés efficace
et générale pour construire des mesures.

Théoréme 2.15 (Théoréme fondamental des mesures extérieures). Soient X un ensemble et p* une
mesure extérieure sur X.

(i) My~ est une o-algébre.
(it) La restriction de p:= pi*|pm,. : My= — [0,00] est une mesure sur (X, M),
(i) (X, M=, 1) est complet.

Démonstration. (i) Les points (i), (ii), (iv) du Lemme 2.14 impliquent que M« est une classe mono-
tone. Par ailleurs, en combinant les points (i) et (iii) du méme lemme, on voit que M« est stable par
intersections finies. Le lemme de classe monotone permet alors de conclure.

(ii) Pour (My), C M, deux a deux disjoints, le Lemme 2.14(iv) donne

”*@Mk) =;u*(LkJMmMn) +u*(LkJMmOM/S> = (My).

k

ili) Soient M C N € M« avec u*(N) = 0. Par monotonie, pour tout A C X, on a p*(ANM) <
p (M) < p*(N) =0 et donc

W (AN M) + (A1 ME) < p*(AN M€) < i*(A).
Par Remarque 2.13(i), ceci implique M € M,;«. O

Une question demeure : dans cette construction, on ne sait a priori pas a quel point M+ est riche.
Si M+ se réduit a la o-algébre triviale, la construction ne donne bien str rien d’intéressant. Le résultat
suivant fournit un critére bien utile pour s’assurer que ce ne soit pas le cas : sur un espace métrique,
si p* est additive sur les ensembles “lointains”, alors M« contient les boréliens.

Proposition 2.16. Soient (X, d) un espace métrique et p* une mesure extérieure sur X. Si pour tous
A,B C X tels que d(A,B) > 0 on a p*(AU B) = u*(A) + u*(B), alors les boréliens de X sont
w*-mesurables.

Démonstration. Nous allons montrer que tout fermé est p*-mesurable. Soit ¥ C X un fermé. Par
Remarque 2.13(i), il suffit de considérer A C X avec p*(A) < oo et montrer que

WH(A) > (AN F) + 1" (AN F°).

Par monotonie, on peut également supposer AN F # & et AN F¢ # @. Pour tout k, on considére le
fermé épaissi Fy, :=“F + %B”, plus précisément

Fp={zeX:d(zF)< 4}
Comme d(ANF,ANF{) > 1 >0et (ANF)U(ANFf) C A, on obtient par hypothése
1 (4) > ut (AN F)U (AN Ff)) = i (AN F) + p* (AN F).
Pour conclure, il suffit donc de montrer que

lim (A N Ff) > p* (AN F°).



A nouveau, le probléme est qu’une mesure extérieure ne satisfait en général pas de continuité & gauche.
Pour tout k, considérons les “anneaux”

B, =AnN (Fk \ Fk+1).
Comme F' est fermé, on remarque que = € F€ si et seulement si d(x, F') > 0, ce qui permet d’écrire
ANFe=(ANFf) U5 Bj. Par o-sous-additivité, on déduit
WANFS) < (ANFD + 3 it (By).
Jjzk

Pour conclure, il suffit & présent de montrer ), u*(B;) < co. Remarquons que d(Bz;, Ba) > 0 pour
j # k, et donc par hypothése, pour tout K > 1,

K
> (Boy) = p* (
k=1

En argumentant de méme pour les indices impairs, on déduit » 2° u*(B;) < 2u*(A4) < oo, et la
conclusion s’ensuit. O

K
U sz> <y (A).

k=1

2.3 Mesure de Lebesgue

Nous allons définir la mesure de Lebesgue sur R% pour étendre la notion élémentaire de volume des
rectangles fermés,

d

d
Vol(I) = [k —ax)  pour I=]]lax,bal, ax < by
k=1 k=1

Définition 2.17. Si A € R?, on note Cy4 la collection de toutes les suites (I,,), d’intervalles compacts
de R? tels que A C U,, In. La mesure extérieure de Lebesgue est définie par

L5(A) = inf { > Vol(I,) : (In)n € CA}.

Pour d = 1, on note £* := L], qui coincide avec (2.1).
Lemme 2.18. La mesure extérieure de Lebesgue L est une mesure extérieure sur RY.

Démonstration. Tout d’abord, I := {0}% est un rectangle fermé (avec aj, = by = 0) avec Vol(Ip) = 0,
et donc L£3(@) = 0. Ensuite, pour A C B C R%, si (I,,),, € Cp, alors on a aussi (I,), € Ca, et donc
L5(A) < L£5(B). Enfin, pour (A,), C P(RY) une suite d’ensembles de RY, il reste 4 montrer que

ﬁ;;(LnJ An> < %L(’;(An).

Pour ce faire, on peut bien str supposer ) L5(Ay) < co. Soit ¢ > 0. Pour tout n, on peut choisir

(Inj)j € Ca, tel que
% 3
D Vol(I;) < Li(An) + ST
j

Deés lors, U,, An C U, U; In,j, et donc

.c:,(UAn> <> Vol(ly) < S LiA) + Y 2% =37 Li(A) + e
n n,Jj n n n

Comme ¢ est arbitraire, on obtient la conclusion. O




On peut a présent utiliser la théorie générale des mesures extérieures développée a la section
précédente pour définir la mesure de Lebesgue.

Définition 2.19. On appelle o-algébre de Lebesgue la o-algeébre My := Mg+ des ensembles L£3-
mesurables. La restriction L4 := L}, est alors une mesure sur (R4, My), et est appelée la mesure
de Lebesque sur RY. Pour d = 1, on note M := My et L= L;.

Les éléments de M, sont appelés Lebesgue-mesurables. On note par ailleurs £!(R?) = £ (R4, Mg, Ly)
I’espace des fonctions intégrables sur RY. Pour f positive ou intégrable, on note I'intégrale de Lebesgue

sur R?
/f::/fda: ::/f(a;)dx ::/fdﬁd.

La mesure de Lebesgue ainsi définie satisfait toutes les propriétés voulues : les boréliens sont
Lebesgue-mesurables et la mesure de Lebesgue étend la notion de volume pour les rectangles.

Théoréme 2.20. (R, My, L) est un espace de mesure complet. De plus :
(i) B(R?) € My
(ii) Lq(I) = Vol(I) pour tout rectangle fermé I C R,
(i1i) Lq(x + A) = Lq(A) pour tout x € R? et A € M.
(iv) Lq(K) < oo pour tout K compact.
(v) Unicité de la construction : si y est une mesure sur (R4, Bg) avec u(I) = Vol(I) pour tout

rectangle fermé I C R?, alors p = Lal,-

Démonstration. (i) Par la Proposition 2.16, il suffit de montrer que pour tous A, B C R? tels que
d(A,B) >0, on a
LAV B) > £5(4) + £3(B).

On peut supposer que L3(AU B) < oo. Fixons € > 0 et considérons (I,,),, € Caup tel que

> Vol(I,) < LHAUB) + ¢

Quitte a subdiviser les intervalles trop grands, on peut supposer que diam(I,) < d(A, B) pour tout n.
La suite (I,,), peut alors étre décomposée en deux sous-suites (I},), et (1)), telles que ANI! = & et
BN I, =& pour tout n. On en déduit

L*(A)+ L*(B <ZVOII’ —i—ZVolI” > Vol(I,) < LHAUB) + ¢

(ii) Soit I un rectangle fermé. Puisque (/,@,...) € Cr, on a L3(I) < Vol(I), et il reste & montrer
I'inégalité inverse. Fixons € > 0 et conaderons une suite (1), € Cr telle que

> Vol(I,) < £i(I) +&.

Pour chaque n € N, on peut choisir un rectangle fermé .Jj, tel que I, C J;; et Vol(J,) < Vol(Iy,) + syt -
On a alors I C |J,, J;;. Comme I est compact, il existe N > 1 tel que I C J,,«n J5 C U,,<n Jn- Une
récurrence immeédiate montre alors Vol(I) < > Vol(J,,), et on obtient ainsi

Vol(I) < Z\/ol ) < Z (Vol 2n+1) < L£5(I) + 2.



(ili) L’invariance par translation de Vol s’étend a L et donc a Lg.

(iv) Un compact K C R? est borné, de sorte qu'il existe n > 1 tel que K C [—n, n]d. Dés lors,
Lq(K) < Lyg([-n,n]?) = Vol([-n,n]?) = (2n)? < co.

(v) On remarque que I'ensemble des rectangles fermés constitue un 7-systéme sur R%. Par ailleurs, on
a vu que ce m-systéme engendre By. De plus, Lg4|p, est o-finie sur 'ensemble des rectangles étant donné
que Ly([-n,n]?) = (2n)? < oo et [-n,n]? 1 R% Dans ce cadre, on peut alors appliquer le théoréme
d’unicité de mesures. O

Remarque 2.21. Pour les rectangles ouverts, on obtient également

(ﬁak,bk) £af o Tl + 20— 17) = time(

—E

[ak + %, b — %])

b
Il

1
d d
thku—ak—* ku—ak
" k=1 k=1

qui coincide avec la notion usuelle de volume.

Remarque 2.22.
— Sous l'axiome du choix, il existe un ensemble E € P(R) \ M (exemple de Vitali, 1905).

— Sous 'axiome du choix, il existe méme E C R tel que pour tout A € M on a L(A) = 0 pour tout
A C F et tout A C E°.

— Sans 'axiome du choix, on ne peut en fait pas montrer que P(R) \ M # @& (Solovay, 1964).

— Il existe un ensemble E € M \ B. Plus généralement, on a By C My, et la relation précise entre
ces deux o-algébres sera expliquée plus tard.

Ces différents exemples pathologiques seront construits en exercice.

2.4 Reégularité de la mesure de Lebesgue

Le résultat fondamental suivant justifie le ler principe de Littlewood : “un ensemble Lebesgue-
mesurable est ‘presque’ un ouvert — ou un fermé”. Sur R, on obtient de méme qu’'un ensemble Lebesgue-
mesurable est ‘presque’ une union dénombrable disjointe d’intervalles.

Théoréme 2.23. Soit A € My. Alors, on a :

(i) réqularité extérieure : Lq(A) =inf {Ly(U): AC U, U ouvert},

(it) régularité intérieure : Lq(A) = sup {Lqy(K): K C A, K compact}.
Si Lq(A) < 00, pour tout € > 0, on peut alors trouver K. C A C U, avec K. compact et Uz ouvert tels
que Lq(U: \ K.) < ¢

Démonstration. (1) Par monotonie, il suffit de montrer £4(A) > inf{Ly(U) : A C U, U ouvert}, et on
peut supposer que L4(A) < oo. Fixons € > 0 et considérons (I,,), une suite de rectangles fermés tels
que A C UpI, et
> Vol(In) < La(A) +e.
n

Pour tout n, on peut choisir un rectangle ouvert J,, avec I,, C J, et Vol(J,) < Vol(I,) + gagr- En
choisissant U := U, J,, on a dés lors A C U, et

<ng <ZV01 Y+e < Ly(A) + 2.

" —Vol(Jn)



(ii) Par monotonie, il suffit de montrer que L£4(A) < sup{L4(K) : K C A, K est compact} et on peut
supposer que L4(A) > 0. Nous allons distinguer deux cas.

Cas 1 : supposons que A est borné. Dans ce cas, soit Ky un compact contenant A. Fixons € > 0. Par
régularité extérieure, il existe un ouvert U, tel que Ko\ A C Ue et L4(Us) < Lg(Ko\ A) +e. On déduit
alors que K. := Ky \ U est un compact C A avec

Ed(A) = ﬁd(Ko) — ﬁd(Ko \ A) < £d(K0) — ﬁd(Ua) +e< ﬁd(Ko \ Ua) +e= ﬁd(K5> + €.

Cas 2 : cas général. Soit ¢ > 0 tel que L4(A) > ¢. On va construire un compact K inclus dans A tel
que L4(K) > c. Pour tout n, posons A, = ANB(0,n) ={x € A:|z|] <n} € My Ona A, T A, et
donc L4(Arn) T La(A) > c. Dés lors, il existe ng tel que L4(Ap,) > c. Par le cas 1, il existe un compact
K C A, C Atel que Ly4(K) > c. O

De ce résultat pour I'approximation d’ensembles Lebesgue-mesurables, on déduit un résultat pour
I’approximation des fonctions intégrables. Il s’agit 14 du 2e principe de Littlewood : “toute fonction
intégrable est ‘presque’ continue” ; on reviendra sur ce point plus loin.

Corollaire 2.24. L’espace C.(RY) = {f : R? — R continue a support compact} est “dense” dans
LY(R?). Plus précisément, pour tout f € LY(R?) et tout & > 0, il existe g. € C.(R?) tel que

[ 1t = lde <=
Rd

Démonstration. Quitte & décomposer f en ses parties positive et négative, il suffit de montrer le
résultat pour toute fonction f intégrable positive. Or, pour une fonction f intégrable positive, on a
[ f =sup{[s: s simple mesurable, 0 < s < f} < co. Pour tout ¢, il existe donc s, simple mesurable
avec 0 <s. < fet [ f< [s.+e. Deéslors,

[ir=sd=[1-[s=<-

Il suffit donc de montrer le résultat pour toute fonction f simple intégrable positive. Par linéarité, il
suffit de montrer le résultat pour f = 14 avec A € My et Li(A) < oo. Pour tout &, par régularité de
la mesure de Lebesgue, il existe K. C A C U, avec K. compact, U, ouvert, et L4(U: \ K:) < e. Par le
lemme d’Urysohn, il existe une fonction continue g. telle que

gelr. =1, supp(g:) C Us, 0<g. <1.

Sur R%, comme dans tout espace métrique, on rappelle que le lemme d’Urysohn se montre aisément :
il suffit de choisir par exemple

o t>1
. d(xz,U¢) . R
g (2) .—qﬁ(id(K&Ug)), B(t) == t o 0<tl,

Cette fonction cut-off satisfait 1. < g. < 1y, et donc

/|gs_]1A’_/ \ ‘gs_]lA| Sﬁd(UE\KS)SE- O
£ KE



2.5 Unicité des mesures invariantes par translation

Théoréme 2.25. Si p est une mesure sur (R, By) telle que

— p est invariante par translation : p(z + A) = p(A) pour tout x € R? et A € By;
— p est non-triviale : il existe un ouvert U tel que pu(U) < co.

Alors il existe une constante ¢ € [0,00) telle que pu = cLy.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer par exemple 0 < u([0,1)?) < co. Notons
¢ := u([0,1)%) et v := Lp. Considérons cubes “dyadiques”, c’est-a-dire de cubes de la forme

d
Qulkr, . k) = [[155.5%55),  n>0, ki,....ka€Z
j=1

L’entier n est appelé 1'échelle du cube dyadique @ (k1, ..., k,). Pour tout n fixé, les cubes dyadiques
d’échelle n forment une partition de R?. De plus, remarquons que tout ouvert de R% peut étre écrit
comme une union dénombrable de cubes dyadiques disjoints. En effet, soit U un ensemble ouvert de
R?. La famille F de cubes dyadiques qui recouvre U peut étre construite récursivement comme suit : on
commence par ’ensemble vide et a I’étape n on ajoute les cubes dyadiques d’échelle n qui sont inclus
dans U et qui ne sont inclus dans aucun cube déja sélectionné. Par construction, on a UoecrC' C U.
De plus, si z € U et si Cp(x) est le cube dyadique d’échelle n qui contient z, alors C),(z) C U pour n
suffisamment grand puisque U est ouvert. On conclut UgerC = U.

Pour tout n, on peut décomposer [0,1)% en une union disjointe de cubes dyadiques d’échelle n.
Comme v est invariante par translation et v([0,1)4) = 1, on déduit 1 = v([0,1)4) = 29"([0, 5 )9), et
donc

zdn

v ([0, 55)%) = 27" = La([0, 3w)?).

Pour tout ouvert U, comme on peut I’écrire comme une union dénombrable de cubes dyadiques disjoints,
on peut dés lors déduire par invariance par translation et o-additivité,

v(U) = Lq(U).

Comme les ouverts forment un m-systéme et que la mesure de Lebesgue L; est o-finie par rapport aux
ouverts, on peut conclure par le théoréme d’unicité des mesures. O

2.6 Complétude

On a vu que By € My. Le résultat suivant affirme que la o-algébre de Lebesgue est en fait

=

précisément la complétion de la o-algébre de Borel.
Théoréme 2.26. (R, My, L) est la complétion de (Rd,Bd,Ethd)

Démonstration. Notons ECJIB := Lg|p,. On rappelle que la complétion de la o-algébre de Borel est définie
par
By:={AeR:3E,FeBy,EC ACF,LyF\E)=0},

et pour A € B, la complétion de EC]lS est donnée par
LB(A) =inf{LF(F): F € By, F > A}.

On commence par montrer que By C My. Pour A € By, il existe E,F € By avec E C A C F et
Ly(F\E)=0.Comme A\ F C F\ E, on déduit que A\ E est Ls-négligeable et donc Lebesgue-
mesurable comme L, est compléte. Dés lors, on a A = (A\ E)UE € M.



Il reste & montrer que My C By. Pour ce faire, il suffit de montrer que pour tout A € My il existe
E,FeBjavec ECACF et Lg(F\ E)=0. Pour A€ Mg, on distingue deux cas.

Cas 1 : supposons Lg(A) < oco. Par régularité, pour tout n, il existe K,, C A C U,, avec K, compact,
U, ouvert, et Ly(U, \ Kp,) < % Choisissons E = U, K, et F = N,U,. On a bien stir E,F € By et
E C AC F. De plus, pour tout n, on a Lq(F \ E) < L4(F, \ En) < L, et donc Ly(F \ E) = 0.

Cas 2 : cas général. Pour tout n, considérons A, = ANB(0,n) € My. Par le cas 1, il existe E,, Fj, € By
avec B, C A, C F,, et L4(F, \ E,,) = 0. Pour E = U,E,, et F = U,F,, on obtient alors E, F € By,
ECACF, et Ly(F\E) <), La(Fy\ Ey) =0. O]

Remarque 2.27. Si f,g : R — R sont Lebesgue-mesurable, on remarque que leur composition f o g
n’est pas forcement mesurable. Par contre, si f est Lebesgue-mesurable et si g est borélienne, alors la
composition f o g est bien Lebesgue-mesurable.

2.7 Propriétés de l'intégrale de Lebesgue

Comme annoncé en introduction, 'intégrale de Lebesgue généralise I'intégrale de Riemann : pour
une fonction bornée sur un intervalle compact, dés que l'intégrale de Riemann est bien définie, elle
coincide avec celle de Lebesgue. Le théoréme suivant précise exactement dans quels cas une fonction
est Riemann-intégrable. Sa preuve sera discutée en séance d’exercices. Ce résultat est particuliérement
utile : comme on ne dispose pas de techniques de calcul propres a l'intégrale de Lebesgue, il permet
souvent de ramener le calcul d’intégrales au cadre classique de Riemann et d’utiliser toutes les régles
familiéres (intégration par parties, etc.).

Théoréme 2.28 (Théoréme de Lebesgue-Vitali). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors
f est Riemann-intégrable si et seulement si f est Lebesgue-mesurable et si I’ensemble des points de
discontinuité de f est de mesure de Lebesque nulle. Dans ce cas, les intégrales de Riemann et de

Lebesgue coincident :
b b
[r=m

ou le préfize ‘(R) indique lintégrale de Riemann.

Exemple 2.29.
— Si f : [a,b] — R est continue, alors elle est bornée et 'ensemble de ses points de discontinuité est
vide. Le théoréme de Lebesgue-Vitali assure alors que f; f=(R) f: f-

— La fonction de Dirichlet Tgng,1) [0,1] — R est discontinue en tout point et n’est donc pas Riemann-
intégrable, bien qu’elle soit Lebesgue-intégrable (elle est égale & 0 presque partout et son intégrale
est donc nulle).

On énonce sans preuve le résultat suivant pour le changement de variable dans I'intégrale de Le-
besgue. L’énoncé est identique au cas de I'intégrale de Riemann.

Théoréme 2.30 (Changement de variables). Soient U,U’ C R? ouverts, T : U — U’ un difféomor-
phisme C!, et f : U — [0,00] Lebesgue-mesurable. Alors la fonction (f o T)|det(VT)| : U — [0, 0]
est aussi Lebesgue-mesurable et on a

Fz)dz = /(foT)(x)det(VT(a:))|dx.
u’ U



Chapitre 3

Mesure produit et théoréme de Fubini

Dans ce chapitre, pour une fonction Lebesgue-intégrable f : R? — R, on souhaite déterminer quand
on peut calculer son intégrale comme une intégrale itérée,

/R?f:/R</Rf(x’y)d$)dy:/R(/Rf(x’y)dy)dx-

Il y a un nombre de questions qui se posent & la lecture de cette ligne : tout d’abord, est-ce que la fonction
z +— f(x,y) est forcément Lebesgue-intégrable pour tout y? Et qu'en est-il de y — [ f(x,y)da?

Avant de répondre & ces questions, on commence par introduire la notion de mesure produit, qui
sera le cadre général pour lequel on pourra prouver une premiére version du théoréme de Fubini.

3.1 Mesure produit

Etant donné deux espaces de mesure (X, A, ) et (Y, A’, ), on souhaite munir le produit cartésien
X XY d’une mesure, notée pu ® v, telle que pour tous A € A, A’ € A,

1@ V(A x A = p(A)w(A). (3.1)

On va naturellement vouloir définir cette mesure produit sur la o-algébre engendrée par les ensembles

de la forme A x A’.

Définition 3.1. Soient (X, .A) et (Y, A’) deux espaces mesurables. Un ensemble de la forme A x A’
avec A € Aet A € A est appelé un rectangle mesurable. La o-algébre produit sur X x Y est la
o-algébre engendrée par les rectangles mesurables. On la note A ® A’.

Lemme 3.2.

(i) Soient (X, A) et (Y, A") deux espaces mesurables. La o-algébre produit A ® A’ est la plus petite
o-algébre sur X XY rendant les projections

T X XY > X:(x,y)—ax et m: XXY=>Y:(ry—y

toutes deux mesurables.

(11) Pour tout n,m > 1, on a Byypm = B, @ By, sur R"™ = R™ x R™,

Démonstration. (i) Si A € A, alors 7, 1(A) = AxY € A® A’ ce qui montre que A ® A’ rend 7
mesurable. De méme, A ® A’ rend 7o mesurable. Soit a présent C une o-algébre sur X x Y rendant my
et 7 mesurables. Alors pour tout A € A et tout A’ € A’, on a alors 7, ' (A)Nm, ' (A') = Ax A €C.
Par conséquent, C est une o-algébre qui contient les rectangles mesurables et on déduit A ® A" C C.
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(ii) Disons n = m = 1 pour simplifier la notation. On a vu que Bs est engendrée par les ensembles
de la forme [a,b] X [c,d] avec a,b,c,d € R. Comme [a,b] X [¢,d] € B® B, on déduit By C B ® B. Par
ailleurs, comme les projections sur chaque facteur sont continues, elles sont boréliennes, c’est-a-dire
Bo-mesurables. Par (i), cela implique B ® B C Bs. O]

Etant donné deux espaces de mesure (X, A, u) et (Y, A’, ), tournons-nous a présent vers la défini-
tion d’une mesure produit p ® v satisfaisant (3.1). Une fagon de procéder serait de définir une mesure
extérieure & partir de la mesure définies sur les rectangles mesurables, en utilisant les techniques du
chapitre précédent. Une autre facon de procéder est de s’inspirer du théoréme de Fubini que nous
souhaitons également démontrer : pour E C A® A’ si le théoréme de Fubini était valable, on aurait

4 ® v(E) = /X pdpey) - /Y ( /X (. )dp() ) dv(y) = /X ( /Y (e, )du(y) ) dy).

En termes des sections verticales et horizontales de F, définies pour tous x € X et y € Y,
E,={yeY:(x,y) € E} CY, EY={xe X :(z,y) € E} C X,

on aurait donc

M@V(E):/

Y

H(EY)du(y) = / v(Ey)du(z). (3.2)

X

Cette facon de calculer par tranches la mesure sur un produit cartésien est le principe de Cavalieri, qui

n’est autre que la version de Fubini pour des indicatrices. On va montrer que les intégrales dans (3.2)

sont bien définies, sont en effet égales, et peuvent étre utilisées pour construite la mesure produit p®v.
La premiére question est de vérifier que les sections E, et EY sont bien toujours mesurables, ce qui

permettra alors de définir leurs mesures.

Lemme 3.3. Soient (X, A) et (Y, A') deux espaces mesurables. Si E € A® A, alors pour tout x € X
ettouty€Y ona E, € A et EY € A.

Démonstration. Fixons z € X et notons F la collection des ensembles E C X x Y tels que E, € A'.
Il suffit de montrer que F est une o-algébre qui contient les rectangles mesurables. Soient donc A € A
et A€ 4. On a

g : siz¢A

/ _ . n __
(AxA)m—{er.(a:,y)eAxA}—{A, sz eA

et donc (A x A’), € A'. 1l reste & montrer que F est une o-algébre. Comme X x Y est un rectangle
mesurable, on a X xY € F. Si E € F, alors E, € A’ et en remarquant que (E,)¢ = (E°),, on obtient
(E;)¢ € A'. Enfin, puisque (U, Ey); = Up(Ey) ., on voit que F est stable par union dénombrable. [J

Afin de donner un sens aux intégrales dans (3.2), il reste & montrer que les applications = — v(E,)
et y — p(EY) sont mesurables. La o-finitude des espaces est cruciale ici.

Lemme 3.4. Soient (X, A, pn) et (Y, A',v) deux espaces de mesure o-finis. Pour tout E € A® A,
les applications X — [0,00] : © — v(E;) et Y — [0,00] : y — wu(EY) sont respectivement A- et
A'-mesurables.

Démonstration. Par le Lemme 3.3, les deux applications considérées sont bien définies. On commence
par supposer que v est une mesure finie, avant de passer au cas o-fini général.

Cas 1 : supposons v(Y) < oo. Notons D la collection des ensembles E € A ® A" pour lesquels
I'application z + v(E,) est mesurable. Alors si A € Aet A € A, on a

v((Ax A)y) = v(A)a(x)



qui est bien une application mesurable. Donc A x A’ € D. Pour montrer que D = A ® A’, il reste a
montrer que D est une o-algébre. Comme les rectangles mesurables forment un 7-systéme, le théoréme
de classe monotone assure qu’il suffit en fait de monter que D est une classe monotone. Tout d’abord,
comme X X Y est un rectangle mesurable, on a X x Y € D. Ensuite, pour £ € D, comme v est une
mesure finie, on peut écrire v((E¢);) = v(Y) — v(E;), et donc E€ € D. Anfin, pour (E,), C D deux a

deux disjoints, on a
<<UE>> v (UEn:) = Z v,

n n
qui est une application mesurable comme limite d’applications mesurables, donc U, E,, € D.
Cas 2 : supposons v o-finie. Soit (A]) C A" avec A, 1Y et v(A]) < co pour tout n. Définissons alors
vn(A') :=v(A'NA]) pour A’ € A'. Par définition, v}, est une mesure finie sur (Y, .A’). Par le Cas 1, on
a donc que x — vy, (E,) est A-mesurable pour tout E € A® A’. Comme v, (E,) = v(E;NA)) 1T v(E;),
on déduit que x — v(E;) est mesurable comme limite de fonctions mesurables. O

Maintenant que les différentes intégrales intervenant dans (3.2) sont bien définies, nous allons
montrer qu’elles sont en effet égales et qu’elles peuvent étre utilisées pour définir la mesure produit.
On insiste que ’hypothése de o-finitude est cruciale ici.

Théoréme 3.5. Soient (X, A, pn) et (Y, A',v) deuzr espaces de mesure o-finis. Il existe une unique
mesure p ® v sur l'espace mesurable (X x Y, A® A’) telle que, pour tous A€ A, A € A,

0@ v(A x A) = p(A)(A).
De plus, pour tout E € A® A, on a le principe de Cavalieri
pouB) = [ vE)dua) = [ uEvty). (33)
Démonstration. Posons

&(E) = /X V(Ep)du(e) et &(E) = /Y H(EY)du(y).

Les lemmes précédents assurent que ces applications sont bien définies. On remarque que pour tous

Ac A A e A,

&MXAﬁz/

(A A))dita) = [ oAV La(e)dita) = (A,
X

X

et de méme (A x A") = p(A)v(A’). On rappelle que les rectangles mesurables forment un 7-systéme et
on remarque que la o-finitude de p et v implique la o-finitude de &; et & sur les rectangles mesurables.
Par le théoréme d’unicité de mesure, il reste donc a vérifier que & et & sont des mesures sur A®.A’. On
se focalise sur &. On a & (@) = [y v(@)du(x) = 0. De plus, si (Ey), C A® A’ deux a deux disjoints,
on obtient

s(UE> = [ (U )ant = [ S (E) = 3 / D) = 3 0 )

n

ol la troisiéme égalité découle du Corollaire 1.37. Ceci montre que &; est une mesure. Il en est de méme
pour & et la conclusion s’ensuit. O

Remarque 3.6. Pour la mesure de Lebesgue restreinte aux boréliens, on a
£n+m|]Bn+m = £n|IEBn X Emhﬁ%m sur B, 1n = By @ By,

En effet, ces mesures coincident sur les rectangles mesurables et la conclusion suit donc du théoréme
d’unicité de mesures.



3.2 Théoréme de Fubini

A partir du principe de Cavalieri (3.3), qui constitue une version du théoréme de Fubini pour les
fonctions indicatrices, on déduit ensuite le théoréme de Fubini dans toute sa généralité. On commence
par vérifier la mesurabilité des sections f(-,y) : x — f(x,y) et f(x,-) : y — f(x,y) pour tous z,y,
lorsque f est une fonction mesurable définie sur un espace produit.

Lemme 3.7. Soient (X, A) et (Y, A’) deux espaces mesurables et f : X x Y — R A® A'-mesurable.
Alors pour tous x € X ety € Y les applications f(x,-) et f(-,y) sont mesurables.

Démonstration. Pour tout B € B, on a f;1(B) = {y € Y : f(z,y) € B} = f~1(B),. Puisque f est
mesurable, on a f~1(B) € A® A’ et la conclusion se déduit en utilisant le Lemme 3.3. O

On peut a présent déduire le théoréme de Fubini. On divise I’énoncé en trois parties : la premiére
concerne les fonctions positives, la deuxiéme donne un critére pour l'intégrabilité sur le produit, et
enfin la derniére concerne les fonctions intégrables générales. Notons que la o-finitude de la mesure est
cruciale. Par la Remarque 3.6, on peut appliquer ce résultat & des fonctions boréliennes sur Rt =
R™ x R™.

Théoréme 3.8 (Théoréme de Fubini). Soient (X, A, u) et (Y, A',v) deuzx espaces de mesure o-finis.

(i) Si f: X xY — [0,00] est A® A-mesurable, alors les applications x — [, f(z,y)dv(y) et
y = [y [(x,y)du(x) sont mesurables et l'on a

/Xxyfd(uéé / /f z,y)dv(y ))du( / / f(z,y)du(x ))d}/( ). (3.4)

(ii) Une fonction A ® A'-mesurable f : X x Y — R est u ® v-intégrable si et seulement si
/ (/ \f(%y)!du(y))du(a:) < oo (ou vice versa).
x My

(iii) Pour f € LY{X x Y, AR A, u®@v), on a f(-,y) € LY(X) pour presque tout y, disons pour tout
y ¢ M avec M € A" et v(M) = 0. De méme f(x,-) € LYY pour presque tout x, disons pour
tout x ¢ N avec N € A et u(N) = 0. On peut alors définir

é(x) {fY S S R O {fX o) v g

Enfin, en ces termes, on a ¢ € LY(X), v € LYY, et

/Xxyfd(“(g”) - /X‘bd“:/m(/Yf(m,y)du(y))du(m)
- /YW”:/C(/Xf(:v,y)du(w))du(y).

Démonstration. (1) Soit f : X x Y — [0,00] est mesurable. Pour tout x € X, comme f(x,-) est
mesurable positive, on déduit que [, f(z,y)dv(y) est bien définie. Pour montrer le reste de I'énoncé,
on considére d’abord le cas ou f = 1 avec E € A® A'. Alors f(z,-) = 1g,, et les applications

z /Y flopdvly) =v(E) ot yo /X [ (@, y)du(z) = p(EY)



sont mesurables par le Lemme 3.4. De plus, par le principe de Cavalieri (3.3),

[ e = wen® = [ vEdue = [ ([ Heniw)i.

ce qui montre le résultat voulu pour f = 1g. Par linéarité, le résultat reste vrai pour toute fonction
mesurable positive. Pour une fonction positive mesurable quelconque, il suffit de 'approcher par une
suite croissante de fonctions simples mesurables et d’utiliser le théoréme de la convergence monotone.
(ii) Ce point se déduit de (i) pour la fonction mesurable positive |f|.

(iii) Pour f € LY(X xY), on a f4, f— mesurables positives avec [, f+d(p®v) < co. Par le point (i),
on sait que z — [, f+(z,y)dv(y) est mesurable et que

/X ( /Y (e, )dv(y) ) du(z) = /X Fadpey) < ox. (3.5)

Par Lemme 1.48(ii), on déduit [, f+(z,y)dv(y) < oo pour presque tout z, et donc f(z,-) € L1(Y)
pour presque tout x, dibOnb pour tout = ¢ N avec N € A et ,u(N ) = O Définissons alors ¢ comme
dans I’énoncé. Comme ¢(x) = [y f(z,y)dv(y) = [y f+(z,y)dv(y) — [ f-(2,y)dv(y) pour tout = ¢ N,

on obtient
/Xqﬁdu = /N /f(:c,y)dV(y))du(w)
- /N /f+xydy( ))du( /N /f (2, y)dv(y ))du( )
= [ rdwen - [ rdeen)
= [ rdew),
ce qui donne la conclusion. O

3.3 Théoréme de Fubini — version complétée

Comme le montre le résultat suivant, les mesures produit ne sont typiquement pas complétes. Cela
implique en particulier que la o-algébre de Lebesgue sur R? n’est pas le produit des o-algébres de
Lebesgue sur R (contrairement aux o-algébres de Borel)! Dés lors, la version précédente du théoréme
de Fubini ne peut pas s’appliquer directement & des fonctions Lebesgue-mesurables sur des produits.

Lemme 3.9.
(i) Soient (X, A, pn) et (Y, A',v) des espaces de mesures. Supposons qu’il existe A € A avec A # &
et w(A) =0, et supposons qu’il existe A" € P(Y)\ A’. Alors la mesure p ® v n’est pas compléte.
(ii) Sous l'axiome du choix, M, @ My, T Mytm pour n,m > 1
(111) (R™™ My, Lotm) est la complétion de (R™ x R™, My, @ Moy, L, @ L)
Démonstration. (i) On observe d’abord que A x A" ¢ A® A’. En effet, on a (A x A”),, = A" ¢ A
pour z1 € A, alors que si A x A’ € A® A on aurait (A x A'),, € A’ pour tout z;. Par ailleurs,
Ax A CAxY avec pu@v(AxY)=pu(A)r(Y)=0. Ceci montre que p ® v n’est pas compléte.
(ii) En appliquant (i) avec I'exemple de Vitali, on voit que la o-algébre produit M,, ® M,, n’est pas
compléte, alors que My, 4, est.
(iii) Ceci se déduit facilement du fait que (R, My, L) est la complétion de (RY, By, Ly]p,), cf. Théo-
réme 2.26, en rappelant que By, = B,, ® B,,, cf. Lemme 3.2. On laisse le détail en exercice. O



En vertu du point (iii) ci-dessus, afin de généraliser le théoréme de Fubini & des fonctions Lebesgue-
mesurable, on considére plus généralement des fonctions mesurables sur la complétion d’un espace
produit. Le lemme suivant va nous permettre de nous ramener au cas de fonctions mesurables sur le
produit non complété.

Lemme 3.10.

(i) Soient (X, A,p) un espace de mesure et (X, A, i) Uespace de mesure complété. Pour tout f :
X — R A-mesurable, il existe g : X — R A-mesurable telle que g = f p-p.p.

(ii) Soient (X, A, pn) et (Y, A',v) deux espaces de mesure o-finis. Soit h : X x Y — R avec h = 0
p & v-p.p. Alors pour presque tous x,y on a h(z,-) =0 p.p. et h(-,y) =0 p.p.

Démonstration. (i) 11 suffit de montrer le résultat pour f = 14 avec A € A. Par définition de la
complétion, il existe E, F' € Aavec E C AC F et u(F\ E)=0.Dés lors,ona 14 =1g sur (F\ E)°,
ot 1g est A-mesurable.

(ii) Par définition, il existe N € A ® A" avec h = 0 sur N¢ et p ® v(N) = 0. Dés lors, pour tout x,
on a h(z,-) = 0 sur N¢. Or, le principe de Cavalieri donne 0 = p ® v(N) = [y v(N,)du(x), et donc
v(N,) = 0 pour presque tout . O

Pour une fonction mesurable par rapport & la complétion de la o-algébre produit, ce lemme va
nous permettre de déduire une version correspondante du théoréme de Fubini en nous ramenant au
cas d’une fonction mesurable par rapport a la o-algébre produit non-complétée. Par le Lemme 3.9(iii),
on peut appliquer ce résultat a des fonctions Lebesgue-mesurables sur R* ™ = R" x R™,

Théoréme 3.11 (Théoréme de Fubini, version complétée). Soient (X, A, n) et (Y, A',v) deux espaces
de mesure o-finis complets, et notons (X x Y, A® A", u®v) l'espace produit complété.

(1)) St f: X xY — [0,00] est A® A'-mesurable, alors f(-,y) est mesurable pour presque tout y,
disons pour tout y ¢ M avec M € A" et v(M) = 0. De méme, f(x,-) est mesurable pour presque
tout x, disons pour tout x ¢ N avec N € A et u(N) = 0. On peut alors définir les fonctions

T R R

qui sont toutes deux mesurables, et ['on a

[ g = [ oau= [ ([ spivm)ine
- /Ywd”:/C(/Xf(:r,y)du(xﬁdv(y).

(i) Si f € LYX x YV, AR A, u®@V), alors on a f(-,y) € LYX) pour presque tout y, disons pour
tout y ¢ M avec M € A’ et v(M) = 0. De méme f(z,-) € LY(Y) pour presque tout x, disons
pour tout x ¢ N avec N € A et u(N) = 0. On peut alors définir ¢ et 1) comme en (i), on a
b LYX, A ), e LYY, A, v), et les mémes égalités sont valables qu’en (i).

Démonstration. Focalisons-nous sur le point (i). Par le Lemme 3.10(i), on peut écrire f = g 4+ h sur
X xY avec g A® A'-mesurable et h = 0 p.p. Par le Lemme 3.7, Papplication g(z,-) est mesurable
pour tout z. Par le Lemme 3.10(ii), pour presque tout x, on a h(x,-) = 0 p.p., et donc par complétude
on déduit que h(z,-) est mesurables. Ceci montre que pour presque tout x l'application f(z,:) =
g(z,-) + h(z,-) est mesurable. Ceci nous permet alors de définir ¢ comme dans 1’énoncé. Pour presque
tout x, comme h(x,-) = 0 p.p., on remarque ¢(z) = [, g(x,y)dv(y). Or, par la premiére version du



théoréme de Fubini, cf. Théoréme 3.8, la fonction ¢o(x) = [, g(x,y)dv(y) est bien définie pour tout x,
est mesurable, et satisfait [y podp = [y, gd(p ® v). On déduit donc

/Xxygd(u®V)=/X¢odu=/X¢du.

Comme g est A @ A’-mesurable, le membre de gauche est égal a [ xy 9d(n @), et la conclusion
s’ensuit comme f = g p.p. O






Chapitre 4

Décomposition de mesures et théoréme de
Radon-Nikodym

Ce chapitre est consacré a deux théorémes de structure fondamentaux en théorie de la mesure : le
théoréme de décomposition de Lebesgue et le théoréme de Radon-Nikodym. Le premier montre que
toute mesure peut étre scindée de fagon canonique en une partie ‘absolument continue’ et une partie
‘singuliére’ par rapport & une mesure de référence. Le second décrit explicitement la partie absolument
continue au moyen d’une densité intégrable. Ensemble, ces résultats rendent la théorie conceptuellement
transparente : ils élucident la structure des mesures générales et permettent en partie de réduire leur
étude a celle de fonctions mesurables positives.

4.1 Densités, mesures absolument continues et singuliéres

On commence par I’observation suivante : toute fonction mesurable positive sur un espace de mesure
permet de construire une autre mesure dont elle est la fonction de densité.

Lemme 4.1. Soient (X, A, pu) un espace de mesure et f: X — [0,00] mesurable. Alors ’application
V:.A%[0,00]:AH/fd,u
A

est une mesure sur A. De plus, on a :

— pour g : X — [0, 00] mesurable, on a [ gdv = [ fgdu;

— pour g : X — R mesurable, on a g € L'(v) si et seulement si fg € L'(p), et dans ce cas on a
également [ gdv = [ fgdp.

On dit que f est une densité pour v par rapport a u, et on note dv = fdu.

Démonstration. On commence par vérifier que v est une mesure. On a bien sir (&) = 0. De plus,
pour (Ay), C A deux a deux disjoints, on a par le théoréme de convergence monotone,

V<LnJAn> _/UnAnfdp,_/(%:ann)du_;Anfdu_;y(An).

Il reste & monter les identités sur les intégrales par rapport a v. Si g = 14 avec A € A, 'identité
[ gdv = [ fgdu découle de la définition de v. Par linéarité, la méme identité vaut pour toute fonction
simple mesurable positive. Par convergence monotone, on déduit qu’il en va de méme pour toute
fonction mesurable positive. Pour g intégrable, le résultat découle de méme en divisant en parties
positive et négative. O
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Lorsqu’une mesure a une densité par rapport a une autre, elle est simplement caractérisée par
sa fonction densité, ce qui simplifie grandement sa description. Mais comment savoir si une mesure
posséde une densité ? Comme on le verra plus loin, le bon critére est donné par la notion d’absolue
continuité.

Définition 4.2. Soient (X,.A) un espace mesurable et u, v deux mesures sur (X,.A). On dit que v est
absolument continue par rapport a p si pour tout A € A tel que u(A) = 0, on a v(A) = 0. Dans ce
cas, on écrit v < p.

Sur (]Rd7 By), on dit simplement qu’une mesure est absolument continue si elle est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue.

Si v a une densité par rapport & u, on voit bien str que v < p en ce sens. Le théoréme de Radon-
Nikodym affirmera que la réciproque est également vraie ; 'absolue continuité fournira ainsi un critére
simple pour vérifier si une mesure a une densité par rapport & une autre.

Maintenant, qu’en est-il des mesures qui ne sont pas absolument continues ’'une par rapport a
I’autre ? En prenant le complémentaire de la définition d’absolue continuité, on arrive & la notion de
mesures singuliéres.

Définition 4.3. Soit (X,.4) un espace mesurable et soient yu, v deux mesures sur (X,.4). On dit que
i et v sont mutuellement singuliéres s'il existe un ensemble D € A tel que

u(D)=0 et v(D) =0.

Dans ce cas, on écrit p 1 v. Sur (Rd,IBd), une mesure est dite singuliére si elle est mutuellement
singuliére avec la mesure de Lebesgue.

Exemple 4.4. Si p est une mesure discréte sur (R, B), c’est-a-dire s'il existe D dénombrable tel que
u(D) = 0, alors p est singuliere puisque £(D) = 0. Il existe par ailleurs des mesures singuliéres sur
(R,B) qui ne sont pas discrétes : on peut considérer par exemple la mesure p donnée par u((—oo,t]) =
F(t) avec F l'escalier de Cantor ; on parle dans ce cas de mesure singuliére continue. On reviendra sur
cette distinction dans la suite.

Comme on le verra plus loin, le théoréme de décomposition de Lebesgue affirmera que toute mesure
se décompose de facon unique en une partie absolument continue et une partie singuliére par rapport
a une mesure de référence, élucidant ainsi la structure de mesures générales.

Avant d’énoncer et prouver ce résultat, remarquons quelques propriétés élémentaires, indiquant les
relations entre les notions d’absolue continuité et de singularité.

Lemme 4.5. Soient (X, A) un espace mesurable et p,v,v' des mesures sur (X, A).

(i) Siv<<petv L, alorsv=0.

(it) Siv Lpetv Lp, alorsv+v L p.
(iii) Siv<<petv Ly, alorsv L V.
Démonstration. (i) Soit A € A tel que u(A) = 0 et v(A) = 0. Pour B € A avec B C A, on a
u(B) < p(A) =0, et donc v(B) =0 comme v < pu. Si B € Aavec BC A% onav(B) <v(A°) =0 et
donc aussi v(B) = 0. Ainsi, pour tout B € A, on a v(B) =v(ANB)+v(A°NB) =0.
(ii) Soient A, A" € A tels que pu(A) =0, v(A°) =0 et u(A) =0, V'((A)°) = 0. Alors AU A’ est tel que
p(AUA) =0et (v+v)((AUAN) =v(A°N (A)°) + /(AN (A)°) < v(A°) + 1a((4)°) = 0.
(iii) Soit A € A tel que u(A) =0 et v/(A°) = 0. Comme v < u, on a aussi v(A) = 0. O



4.2 Deécomposition de Lebesgue et théoréme de Radon-Nikodym

On commence par une version trés affaiblie du théoréme de Radon-Nikodym, que 'on déduira
ensuite. Notons que 'hypothése v < p est beaucoup plus forte que v < p, et c’est elle qui permet de
conclure que la densité de v est ici a valeurs dans [0, 1].

Lemme 4.6. Soient (X, A) un espace mesurable et p,v deur mesures finies sur (X, A) avec v < p.
Alors il existe une fonction mesurable f: X — [0,1] telle que pour tout A € A,

v(A) :/ fdpu.
A
Démonstration. Considérons

H = {h : X — [0, 0o] mesurable : /

hWSUMMMEA}
A

Etape 1 : montrons qu’il existe f € H a valeurs dans [0, 1] telle que

/ﬁmzmm{/hmuheH}

Bien stir, H # @ puisqu’il contient la fonction nulle. De plus, on vérifie que H est stable par passage
au maximum : en effet, pour hy, ha € H et A € A, en notant A; = {x € A : hi(z) > ha(x)}, on obtient

/UnvmmM—/;mm+/‘ hadp < V(A1) + V(A \ Ay) = v(A),
A Ay A\A;

et donc hy V hy € H. Par définition du supremum, on peut considérer une suite (hy,), C H telle que

lirrln/hndu:sup{/hd,u:heﬂ}.

Quitte a remplacer h,, par hy V ---V h, € H, on peut supposer que la suite (hy), est croissante. En
particulier, on peut considérer f = lim, h,, = sup,, hy,. Le théoréme de la convergence monotone donne

pour tout A € A,
/ fdu = lim/ hpdu < v(A),
A noJA

et donc f € H. En prenant A = X, on a également

/ﬁM:&m{/hMuheH}

Il reste & vérifier que f peut étre choisie a valeurs dans [0, 1]. Pour tout n, considérons les ensemble de
niveau 4, = {x € X : f(z) > 1+ 1/n}. Par I'inégalité de Markov et ’hypothése v < p, on a

(1 1/mu(A) < [ fau < v(A) < u(4n)
et donc pu(A;,) = 0. Dés lors, par continuité a gauche de la mesure,
pw{x € Xt f(z) > 1}) = lim u(Ay,) = 0.

Quitte a remplacer f par une fonction égale presque partout, on peut supposer que f < 1.



Etape 2 :si h : X — [0,00] est une application mesurable pour laquelle il existe A € A tel que
fB hdp < v(B) pour tout B € A avec B C A, alors h < f p.p. sur A.

En effet, considérons 'ensemble B = {x € A: h(x) > f(x)}. Alors,on a hl4 € H et donc (hl4)V f €
‘H. Il s’ensuit que

/B s [ = v sau< [ sau- /B s [ g

ce qui implique fB fdu > fB hdp, et donc fB(f — h)dp > 0. Comme on a f —h < 0 sur B, cela n’est
possible que si u(B) =0, d’ou h < f p.p. sur A.

Etape 3 : pour tout A € Aon a

v(A) = /A fdu.

Par définition, on sait déja que v(A) > fA fdu, et il suffit de montrer I'autre inégalité. Comme v < p,
il suffit de le montrer pour tout A € A tel que u(A) > 0. Soit € > 0. Considérons

P. = {AGA : /A(f+5)du>y(A)}.

Remarquons que si A € A est tel que p(A) > 0, alors il existe B C A tel que B € P. (et donc
p(B) > 0) : en effet, sinon, on aurait [5(f + )du < v(B) pour tout B C A, et 'étape 2 impliquerait
alors f + ¢ < f p.p. sur A. Ceci n’est possible que si p(A) = 0, une contradiction.

Fixons A € A tel que u(A) > 0 et posons
ap =sup{u(B) : B€ P.,B C A}.

On peut trouver By € P. avec By C A tels que u(Bpy) > %ao. Considérons a présent Ay = A\ By. Si
(A1) =0, on s’arréte. Sinon, soit

ap =sup{u(B) : B€ P., BC A},

et soit By € P. avec By C Ay et u(B1) > %al. Considérons ensuite Ay = A; \ Bj. Par induction, on
construit ainsi des suites (A;)1<i<s+1, (Bi)o<ici+1, €t (i)o<i<g+1 avec J € NU{oo} (le procédé peut
ne jamais s’arréter). Considérons alors

Ao=4\ |J B
0<i<J+1
et montrons que cet ensemble est p-négligeable. Si la récurrence s’est terminée en un temps fini, J < oo,

ona Ay = Ayet u(Ay) = 0. Sinon, puisque les B; sont des sous-ensembles de A deux & deux disjoints,
on a

50 < Y B < () < o

et donc lim; a; = 0. Pour B C A avec B € P, on a B C A; pour tout i, et donc u(B) < «y, ce qui
implique p(B) = 0. Par conséquent, les sous-ensembles de A, qui appartiennent & P sont négligeables.
Comme on I’a vu, ceci n’est possible que si p(As) = 0.

Dans tous les cas, on a donc montrer p(As) = 0. Comme A = Ay U U;B; et comme les ensembles
sont deux a deux disjoints, on en déduit

/A(f te)du = Eij/&<f+a>du > 3w =)

ce qui signifie A € P.. En conclusion, pour tout A € A tel que u(A) > 0 et tout ¢ > 0, on a
J4(f +e)dp > v(A). Comme € est arbitraire, cela signifie [, fdu > v(A), ce qui conclut la preuve. [



A partir du lemme précédent, on peut maintenant déduire le théoréme de décomposition de Le-
besgue et le théoréme de Radon-Nikodym.

Théoréme 4.7 (Théoréme de décomposition de Lebesgue). Soient (X, .A) un espace mesurable et p, v
deur mesures o-finies sur (X, A). Il existe un unique couple (vq,vs) de mesures sur (X, A) telles que

V=V, + Vs, Vg <K Wy vs L p.

On appelle le couple (vq,vs) la décomposition de Lebesgue de v par rapport a u; on dit que v, est la
partie absolument continue de v par rapport a u, et que vs est sa partie singuliére par rapport a .

Démonstration. On décompose la preuve en trois étapes.

Step 1 : Cas de mesures finies.
Soient p, v deux mesures finies sur (X, .A), et considérons la mesure A = g+ v. On a alors v < A et le
Lemme 4.6 nous donne une fonction mesurable g : X — [0, 1] telle que pour tout A € A,

V(A)Z/gd/\z/gdwr/gdu,
A A A

ou de fagon équivalente, comme v est une mesure finie,

0= [ gau

Par un argument usuel, en invoquant la linéarité de I'intégrale et le théoréme de convergence monotone,
on peut déduire pour toute fonction mesurable positive h : X — [0, 00] et pour tout A € A,

/A(l—g)hdu—/Aghdu.

p(A) =24~ () = [ (1= g)dr

A

D’autre part, on a aussi

Considérons D = {z € X : g(x) = 1} € A. L’égalité précédente implique p(D) = 0. Définissons a

présent
1

1—g

C’est une application mesurable positive et I’on obtient pour tout A € A,

h:]ch

z/(AﬂDC):/A(l—g)th:/Aghd,u.

Pour conclure, il suffit donc de prendre comme densité f = gh = ﬁﬂ De.

Step 2 : Cas de mesures o-finies.

Soient p, v deux mesures o-finies sur (X,.4). Par définition de o-finitude, on peut trouver deux suites
croissantes (Xy)n, (Yn)n C A telles que X,,,Y, T X et u(X,),v(Y,) < oo pour tout n. Considérons
alors Z, == X, NY, 1 X et A, := Z,41 \ Zp. On obtient ainsi une suite (Ay), C A d’ensembles
disjoints avec U, A, = X et u(Ay,),v(Ay,) < oo pour tout n. Définissons alors les mesures

pn(A) = u(ANA,), vn(A) =v(ANA,).



Pour tout n, comme ce sont deux mesures finies, ’étape 1 nous donne un ensemble D,, € A et une
application mesurable positive f, tels que pour tout A € A,

tn(Dy,) =0, vn(A) =vn(ANDy,) + /A fndpin.

Comme les A,, sont deux & deux disjoints, on obtient alors

v(A) = V<LnjAﬂAn) = > v(AnA,)

n

- Z(un(AﬁDn)—i- /A fndun>

n

= Zy(AmDnmAn)JrZ/fn]lAndu
n A

- V(UAmDnmAn>+/AannAndu,

ou la derniére égalité découle de la convergence monotone. Pour conclure, il suffit de poser D =
UnDp N Ay, f=>, fnla,, et de remarquer que

(D) = ZM(Dn NAp) = Zﬂn(Dn) = 0.
Bref, on a montré qu’il existe D € A et f: X — [0, 00] mesurable tels que pour tout A € A,
w(D)=0 et v(A)=v(AND) +/ fdp.
A

En posant vs(A) = v(AN D) et vg(A) = [, fdu, on déduit v = v, + vy avec v < p et vy L p.

Step 3 : Unicité.
Il reste & montrer I'unicité de la décomposition. Supposons que les couples (vg, vs) et (v, V) satisfont
tous deux la décomposition voulue. Alors v, + vs = vV, + V., d’ott

/ /
Vg — V, = Vg — Us.

Posons 0 = v, — v, = v, — vs. (Notons que 0 n’est pas une mesure positive, comme elle est a valeurs
dans R; c’est ce qu’on appelle une mesure signée.) En argumentant comme dans le Lemme 4.5(i), on
déduit aisément # = 0. Plus précisément, soient D, D’ € A tels que pu(D) = u(D') = 0 et v4(D°) =
v.(D'®) = 0. Pour B := DU D', on obtient u(B) = 0 et donc v,(AN B) = v,(AN B) = 0 pour tout
A € A comme v, v, < p. Par conséquent,

va(A) = va(AN B) 4+ v,(AN B°) = v,(AN B°).
et de méme v, (A) = v (AN B°). Il vient alors
0(A) = vo(A) — v, (A) = (AN B) — V(AN B°) = V.(AN B°) — (AN B°) =0
puisque AN B¢ = ANDN D'. O

Remarque 4.8. Plus précisément, étant donné deux mesures p, v sur un espace mesurable (X, A),
on a montré ci-dessus qu'’il existe D € A et une fonction mesurable f : X — [0,00] tels que pour
tout A € A,
u(D) =0 et v(A) =v(AND) —l—fA fdu.
—_— ——

=Vs (A) =Vq (A)



Théoréme 4.9 (Théoréme de Radon-Nikodym). Soient (X,.A) un espace mesurable et p,v deuz me-
sures o-finies sur (X, A). Alors v < u si et seulement s’il existe une fonction mesurable f : X — [0, o0]
telle que pour tout A € A,

V(A)—/Afdu,

c’est-a-dire dv = fdu. De plus, si g est une autre fonction mesurable telle que dv = gdu, alors on a
f=9p-pp

Démonstration. On sait que si dv = fdu, alors v < p. Réciproquement, supposons v < u. Par la
preuve du Théoréme 4.7 ci-dessus, cf. Remarque 4.8, il existe D € A et f: X — [0, 00] mesurable tels
que pour tout A € A,

(D) =0 et V(A)zl/(AﬂD)-i—/Afd,u.

Comme v < p, on a aussi v(D) =0, et donc

V(A) = /A fdu.

Il reste & vérifier I'unicité. Soit g une autre application mesurable telle que dv = gdu. Supposons
dans un premier temps que v est finie. Alors, comme les fonctions f et g sont p-intégrables, elles sont
finies p-p.p. Soit N € A un ensemble u-négligeable en dehors duquel f et g sont finies. Considérons
I’application mesurable h := (f — g)1ye. On a alors pour tout A € A,

/hdu—O
A

En appliquant cette relation avec A = {z : h(xz) > 0}, on obtient pu({z : h(x) > 0}) = 0. De méme,
p({z : h(z) < 0}) = 0. Par conséquent, h = 0 p-p.p., c’est-a~dire f = g p-p.p.

On considére a présent le cas général : supposons que v est o-fini. Soit (4,), C A tel que A, 1 X et
v(A;) < oo pour tout n. L’argument précédent montre que f = g p-p.p. sur chaque ensemble A,,, et
la conclusion s’ensuit. O

Définition 4.10. Comme dv = fdu, la fonction f intervenant au théoréme précédent est une densité
pour v par rapport a p. Comme elle est unique & un ensemble p-négligeable prés, on I'appelle la dérivée
de Radon-Nikodym de v par rapport & u et on la note f := g—z. On peut ainsi écrire dv = %du.

Remarque 4.11. L’hypothése de o-finitude est cruciale dans le résultat précédent : par exemple,
sur (R,B), la mesure de comptage f n’est bien siir pas o-finie et on remarque que £ < £ mais £ n’a
pas de densité par rapport a f.

4.3 Décomposition de Lebesgue raffinée sur R?

Pour terminer ce chapitre par un raffinement de la décomposition de Lebesgue sur (RY, By). Dans
ce cadre, on rappelle que les mesures discrétes sont un cas particulier de mesures singuliéres. Comme le
montre le résultat suivant, les mesures discrétes sont équivalentes & des sommes de mesures de Dirac.
On rappelle par ailleurs que toute mesure singuliére n’est pas discréte, voir Exemple 4.4.

Définition 4.12. Sur (R?,B,), une mesure u est dite discréte (ou purement atomique) s'il existe
S c R? dénombrable tel que u(S€) = 0. On dit que z € R? est un atome de p si u({z}) > 0.



Lemme 4.13. Soit . une mesure finie sur (R%,By). On a l’équivalence suivante :
p est discréte <= I(ay,) C [0,00] et (z)n C RE tels que p =", andy,
<= 35 € By avec u(S¢) = 0 tel que = est un atome de p pour tout x € D

Démonstration. Soit p une mesure discréte finie sur (R, By). On commence par montrer que forcément

I'ensemble des atomes de g est au plus dénombrable. En effet, pour tout n, I'ensemble {z € R? :
p({x}) > 1/n} est forcément fini (car sinon sa mesure serait infinie), et donc ’ensemble

S={zeR?: u({z}) > 0} = J{z e R?: p({2}) = 1/n}

est dénombrable. On peut alors écrire pour tout A € By,

wA) = (AN S) = pwAn{z}) =Y u({z})du(A),

TE€S z€eS

ce qui implique les deux propriétés annoncées. La réciproque s’obtient de méme. O

A T'opposé de la notion de mesure discréte, on définit les mesures continues comme les mesures qui
n’ont pas d’atome.

Définition 4.14. Sur (R? By,), une mesure u est dite continue (ou diffuse) si elle ne posséde pas
d’atome, c’est-a-dire p({z}) = 0 pour tout z € R%.

Lemme 4.15. Sur (R?,By),
(i) la mesure de Lebesque est diffuse, ainsi que toute mesure absolument continue ;
(i1) si une mesure finie p est discrete et continue, alors p=0;

(iii) si p est une mesure continue et si v est discréte, alors p L v ;

w) st d =1 et st p est une mesure continue, alors la fonction de distribution t — pu((—oo, es
)  d 1 et st t ti [ [ tion de distribution t t t
continue.

Démonstration. (ii) Si u est discréte, par le Lemme 4.13, il existe S € By avec u(S€) tel que z est un
atome de p pour tout z € S. Comme p est diffuse, on déduit .S = & et donc 5¢ = R.

(iii) Si v est discréte, il existe S C R? dénombrable tel que v(S¢) = 0. Si u est continue, on obtient
alors p(S) = > cqn({z}) = 0. O

Avec ces notions, on peut maintenant montrer le raffinement suivant du théoréme de décomposition
de Lebesgue. Cette décomposition est trés utilisée en probabilités : elle montre que toute variable
aléatoire a forcément une loi mixte, donnée par la somme d’une loi discréte, une loi continue singuliére,
et une loi absolument continue. Une loi discréte est caractérisée par ses atomes et leurs masses, tandis
qu’une loi absolument continue est caractérisée par sa densité.

Proposition 4.16. Soit ju une mesure finie sur (R, B?). Il existe un unique triplet (jq, pis, pra) de
mesures sur (R, By) telles que pg est une mesure discréte, pus est une mesure continue singuliére, fiq
est une mesure absolument continue, et

M= g + fls + fa-

Démonstration. Soit S ’ensemble des atomes de p. Comme S est dénombrable, la mesure uy définie
par pg(A) := u(ANS) est discréte. Considérons a présent la décomposition de Lebesgue (us, f1q) de la
mesure définie par A — (AN S€), par rapport a la mesure de Lebesgue. On a alors = g + pis + fa-
En particulier, par la preuve du Théoréme 4.7, cf. Remarque 4.8, il existe D € By avec u(D) = 0 tel
que ps(A) = p(ANS°N D). Par définition de S, on voit que ps ne peut pas avoir d’atome, c’est-a-dire
que ps est continue. O



4.4 Application : espérance conditionnelle

L’espérance conditionnelle constitue un outil fondamental en probabilités. Intuitivement, elle re-
présente 'espérance “sachant” une information partielle, mais sa définition rigoureuse est non-triviale
et nécessite une formulation via la théorie de la mesure. L’idée centrale est la suivante : lorsqu’on
restreint notre “capacité d’observation” a une sous-g-algébre G C A, certaines distinctions entre événe-
ments deviennent invisibles. On cherche alors & remplacer une variable aléatoire intégrable X par une
fonction G-mesurable, notée E[X|G], qui refléte au mieux linformation pertinente contenue dans X
lorsque seule G est accessible. Formellement, la construction s’exprime au moyen d’égalités intégrales,
ce qui la relie directement au cadre du théoréme de Radon-Nikodym.

Définition 4.17. Soit (£2,.4,P) un espace de probabilité, soit G C A une sous-o-algébre, et X : Q — R
une fonction A-mesurable P-intégrable. On appelle espérance conditionnelle de X sachant G toute
fonction G-mesurable Y telle que pour tout G € G,

E[lcY] = E[LX].

Lemme 4.18. Soit (2, A,P) un espace de probabilité, soit G C A une sous-c-algébre, et X : Q@ — R une
fonction A-mesurable P-intégrable. L’espérance conditionnelle Y de X sachant G eziste et est unique

P-p.p. ; on la note Y = E[X|g].

Démonstration. Quitte & décomposer en parties positive et négative, on peut supposer que X est
positive. Considérons alors la mesure dux = XdP sur (Q,[P) avec densité X. Cette mesure est bien
str finie et absolument continue par rapport & P. De méme, la restriction px|g sur (2,G) est finie et
absolument continue par rapport a P|g. Par définition, l'espérance conditionnelle n’est autre que la

dérivée de Radon-Nikodym E[X|g] = 4xle. O

Remarque 4.19. Supposons que la sous-o-algébre G est engendrée par un événement A € A, c’est-a-
dire que G = o({A}) = {9, 4, A°,Q}, et supposons P(A) € (0,1). Dans ce cas, on remarque que toute
variable aléatoire est G-mesurable est de la forme Y = al 4 + bl 4 avec a,b € R. En insérant cette
forme dans la relation intégrale définissant 1’espérance conditionnelle, on déduit explicitement
E[14X] E[1 4 X]
EX|c({A}D)] = ——1 ————— 1 ge.
Xlo({AD)] = =55 e+ 5 1

Cet exemple montre bien que l'espérance conditionnelle est une version “agrégée” de X lorsqu’on ne
dispose que de 'information permettant de distinguer A et A€. Il s’agit de la généralisation naturelle
de la formule usuelle pour I'espérance conditionnelle sachant un événement.






Chapitre 5

Espaces LP

On a déja introduit 'espace £! et son quotient L'. Dans ce chapitre, on définit plus généralement
les espaces LP, et on étudie leurs propriétés élémentaires. On rappelle 'importance de 1’espace L2,
qui sera notamment le cadre naturel pour la théorie de Fourier. Grace a la théorie de Lebesgue, on
montre que ces espaces LP sont des espaces de Banach, fondant ainsi le point de départ de I'analyse
fonctionnelle moderne.

5.1 Espaces L et L™

Définition 5.1. Soient (X, .4, 1) un espace de mesure et 1 < p < oo. L’espace LP(X, A, ) est len-
semble des fonctions mesurables f : X — R telles que |f|P est intégrable. On note alors

lercxam = ([ 1Pa)" € 10,00)

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on note simplement £P = LP(X) = LP(u) = LP(X, A, ) et
I fllce = 1fllerxy = 1f 2oy = N Fllcpx,a,m)-

Cette définition s’étend naturellement au cas de fonctions a valeurs complexes : E%(X JA 1) est
I'ensemble des fonctions mesurables f : X — C telles que |f[P est intégrable. Dans la suite, on se

focalisera sur les espaces de fonctions a valeurs réelles, mais tous les résultats s’adaptent immédiatement
au cas complexe.

Lemme 5.2. Soient (X, A, ) un espace de mesure et 1 < p < co. L’espace LP(X, A, 1) est un espace
vectoriel sur R.

Démonstration. Soient f,g € LP(X, A, u) et « € R. Alors, on a af € LP(X, A, u). De plus, pour
tout x € X,

(@) + g(@)[P < (1f (@) + lg(2)])" < (2max{|f(2)],|g(x)[})" < 2°|f ()| + 2°|g(x)[?
et donc f+ g€ LP(X, A, pn). O

Nous introduisons a présent ’espace correspondant pour p = oo. Intuitivement, on souhaite na-
turellement définir £°° comme ’espace des fonctions bornées hors d’un ensemble de mesure nulle. La
notion de bornitude doit cependant étre adaptée pour négliger le comportement des fonctions presque
nulle part : pour ce faire, on introduit la notion de supremum essentiel d’une fonction.

61



Définition 5.3. Soit (X, A, u) un espace de mesure. Pour une fonction ¢g : X — [0, 00], on considére
Sy :={a€0,00): g < a p-p.p.}, et on définit alors

inf S, : Sy # @,

supess g 1= { o .S, — 2.

L’espace L(X, A, 1) est I'ensemble des fonctions mesurables f : X — R telles que supess |f| < 0.
On note alors

1f1l oo (x4, == supess|f| € [0,00).
Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on note simplement £ = £L>(X) = L>®(u) = L>®(X, A, u)
et [|fllzoe = [1fllzoox) = 1l 2oy = 1f 1l 2o (x A, -
Lemme 5.4. Soit (X, A, p) un espace de mesure. Pour des fonctions f,g: X — [0,00], on a
(i) g < supessg p-p.p.
(ii) supess(f + g) < supessf + supessg.

En particulier, on déduit de ce dernier point que L>®(X, A, 1) est un espace vectoriel.

Démonstration. (i) On peut écrire

{z:g(x) >inf Sy} = U{x tg(z) > inf Sy + 1},

Pour tout n, par définition de I'infimum, on a inf Sy + % € Sy. Par définition de S, cela signifie que
{z : g(z) > inf Sy + 1} est p-négligeable, et il en va donc de méme pour {z : g(x) > inf Sy}, ce qui
montre que g < inf S; = min S, = supess g p-p.p.

(i) Par le point (i), on déduit f + g < supess f + supess g p-p.p., et la conclusion s’ensuit. O

Remarque 5.5. Sur (X, A4, u) = (N,P(N),£), on retrouve les espaces ¢P(N) usuels.

5.2 Inégalités de Holder et de Minkovski

On commence par rappeler I'inégalité réelle suivante. Pour p = 2, on remarque qu’il s’agit de
I'inégalité usuelle 2ab < a? + b?.

Lemme 5.6. Pour tous a,b>0 et 1 <p,q < oo tels que %—F é =1,o0na

a? bl
ab < — 4+ —.
p q
Démonstration. Bien stir, on peut supposer que a et b sont non-nuls. En posant u = a? et v = b4, il
suffit de prouver pour tous u,v > 0,

Q=

1
urva <

En posant ¢t = %, il suffit de montrer pour tout ¢ > 0,

v?

1
Pour ce faire, il suffit de remarquer que la fonction RT™ — R : ¢ % + % — tP atteint son minimum
en t =1 et que ce minimum vaut 0. O



Définition 5.7. On dit que p,q € [1, o] sont des ezposants conjugués si % + é = 1. On note souvent

alors ¢ = p'.

Remarquons que si p et ¢ sont des exposants conjugués, alors on a notamment p + ¢ = pq et
p(q — 1) = q. Par exemple (p,q) = (2,2), (1,00), (3, %) sont des paires d’exposants conjugués. En ces
termes, on peut & présent montrer deux inégalités fondamentales de la théorie L£P : la premiére laisse
entrevoir la relation de dualité entre £P et £P', qu’on explorera plus loin; la seconde est I'inégalité

triangulaire pour || - || z».

Théoréme 5.8. Soient p,p’ € [1,00] des exposants conjugués et soient f,g: X — R mesurables.
(i) Inégalité de Holder :

/ ol < 1 lerllgll oo

En particulier, si f € LP(X) et g € LV (X)), alors fg € LY(X).
(i) Inégalité de Minkowski :
1f +gllee < [ fllcr + llgllce

Démonstration de (i). Si p = oo (ou p' = 00), alors le résultat est trivial : d’une part, comme |fg| <
|g|supess| f| p.p., on obtient

/ | Foldp < supess|| / gl = 111 1lc gl 2.

On peut donc supposer dorénavant 1 < p,p’ < co. Notons A = [|f|[z» et B = ||g|| ;- ST A = 0 ou
B =0,alorson a f =0 p.p.oug=0p.p., donc [|fg|ldp =0 et le résultat est trivial. Par ailleurs, si
A=o00et B>0,onaAB = oo et le résultat est trivial également. On peut donc supposer également
0 < A, B < co. Posons alors F' = |f|/A et G = |g|/B. L’inégalité de Young donne

FP G¥
FG < — + —,
p p
et donc
1 1 / 1 1 / 1 1
FGdy < - | FPd — [ GPduy=—— P y Pduy=-+-=1,
/ up/ u+p,/ 1 pAp/!f\ u+p,Bp/\g\ n=oty
ce qui donne 'inégalité recherchée. O

Démonstration de (ii). Pour p = oo, le résultat découle du Lemme 5.4,

If 4 gllcoe = supess|f + g| < supess(|f| + |g|) < supess|f| + supess|g| = [|f|[ze + [lg]|co-
Pour p = 1, puisque |f + g| < |f| + |g|, on a directement

If +gller = / 1+ gldp < / Fldp+ / lgldi = 11 + llglh-

Considérons a présent 1 < p,p’ < oo. On peut supposer ||f||z»,||gllcr < o0, ce qui implique déja

Ilf + gllce < oo par le Lemme 5.2. En décomposant |f + g|P < |f||f + g[P~! + |g||f + g/P~! et en
appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

/ f+gPdn < / IS+ gl + / gllf + gl du
1 1

s ([ 15+l 0 0a)” +lgles ([ 17+ 90 Dd)?

1—1
= (Iflle +liglies ) 1 + gl

IN

1

1—
En divisant par ||f 4 g/ " < oo, on obtient I'inégalité voulue. O



5.3 Espaces LP et L™

Avec l'inégalité de Minkowski, on a montré que || - ||z» est une semi-norme sur 'espace LP(X, A, ),
c’est-a-dire
— || fllce = 0 pour tout f € LP;
— [[Afllee = ||| fllce pour tous f € LP et A € R;
— W+ gllee < fllee + 1lgllce pour tous f,g € LP.
Cependant, ce n’est pas une norme en général comme il manque la propriété de séparation : la condi-
tion ||f]|zr = 0 est équivalente a f = 0 p.p., ce qui n’implique bien str pas que f est la fonction nulle.
Pour y remédier, on se tourne naturellement vers le quotient de L£P par rapport a 1’égalité presque
partout.

Définition 5.9. Notons NV (X, A, i) ensemble des fonctions mesurables f : X — R telles que f =0
p.p. Pour p € [1,00], on remarque que N (X, A, 1) est un sous-espace vectoriel de LP(X, A, ), et on
peut alors définir ’espace quotient

LP(X, A, ) = LP(X, A, p) /N (X, A, ).

En d’autres termes, si on note ~ la relation d’équivalence sur £P(X, A, ) définie par f ~gsi f—g €
N(X, A, u), cest-a-dire si f = g p.p., alors on définit LP(X, A, n) = LP(X, A, u)/ ~, qui est donc
I'espace des classes d’équivalences d’éléments de LP(X, A, 1) égaux presque partout.

Remarquons que, si f,g € LP(X, A, ) satisfont f ~ g, alors on a ||f||zr = ||g||ce. La définition
suivante a donc du sens.

Définition 5.10. Pour p € [1, 0], on définit
I Mlze : LP(X, A, ) = [0,00) = [f] = (1 £lp,
ou [f] deésigne la classe d’équivalence qui contient f.

Grace au passage au quotient, on peut a présent conclure que || ||z» est une norme sur LP(X, A, u),
qui devient ainsi un espace vectoriel normé.

Corollaire 5.11. || - ||zr est une norme sur l’espace vectoriel LP(X, A, ).

Démonstration. Comme || - ||z» est une semi-norme sur £P, on déduit que || - ||z» est également une
semi-norme sur LP. Enfin, si [f] € LP satisfait ||[f]||zr = 0, cela signifie || f||z» = 0, et donc f =0 p.p.,
c’est-a-dire [f] = [0]. O

Pour alléger les notations, on identifiera souvent la classe d’équivalence [f] et son représentant f.
Cependant, on insiste sur le tournant conceptuel qui a lieu ici : dans la théorie LP, la valeur d’une
fonction en un point n’aura plus de sens — on parlera désormais seulement de classes d’équivalences
de fonctions égales presque partout.

Comme 'espace LP(X, A, u) est un espace vectoriel normé, la norme || - || z» munit cet espace d’une
topologie, associée via la métrique

dp([f1,19]) = IS = glll»-

Comme dans tout espace métrique, on a donc sur LP(X, A, i) les propriétés trés utiles suivantes :
— toute suite convergente est une suite de Cauchy ;

— toute suite convergente posséde une limite unique.



Dans les sections suivantes, on étudiera d’autres propriétés topologiques des espaces LP; on verra
notamment qu’ils sont complets. Notons que la notion de convergence sur L se traduit en une notion
de convergence sur LP.

Définition 5.12. Soient 1 < p < oo, une suite (f), C LP(X, A, pn), et f € LP(X, A, p). On dit que f,

converge vers f dans LP (ce qu’on note f,, — f en LP ou f, L, f) si la suite de classes d’équivalences
([fn])n converge vers [f] dans LP, c’est-a~dire si || f,, — f|lc» — 0.

5.4 Complétude des espaces L”

Le résultat suivant montre que les espaces LP(X, A, 1) sont complets, c¢’est-a-dire que toute suite
de Cauchy dans LP(X, A, ) converge dans cet espace. Ces espaces sont donc des espaces vectoriels
normés complets, ce qu’on appelle des espaces de Banach.

Théoréme 5.13 (Théoréme de Riesz—Fisher). Soient (X, A, u) un espace de mesure et p € [1,00].
Muni de la norme || - ||p, Uespace LP(X, A, 1) est un espace vectoriel normé complet.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat de complétude au niveau des représentants de classes
d’équivalence. Considérons une suite (fy,), C LP(X, A, u) telle que pour tout € > 0 il existe N tel que
| fro = fmllcr < € pour tous n,m > N. On va montrer qu’il existe f € LP(X, A, pu) tel que f, = f
en LP. On considére séparément les cas p < oo et p = oo.

Cas 1:p<oo.
Choisissons (n;); C N une suite croissante telle que || f;,, — fn;|/cr < 277 pour tout j. On va montrer
que la sous-suite (f,,); converge en LP. Pour ce faire, posons

k 00
gk:Z’fan,-l_fnj‘ et gzz‘fnj+l_fnj"
j=1 j=1
En utilisant I'inégalité de Minkowski, on a
k k '
HQkHEP < Z anj+1 - fTL]‘Hﬁp < 22_] <L
j=1 J=1

Par le Lemme de Fatou, on a

/ (limkinf |gk\p>d,u < limkinf/ lgk|Pdp < 1,

et donc g € LP(X, A, u). En particulier, g est fini p-presque partout. Soit N un ensemble de mesure
nulle contenant ’ensemble des points ot ¢ est infini, et posons

f(m) — { gnl (‘T) + Z;il (fnj+1 (‘7:) - fnj (x)) 21 i z %

Puisque f,,, = fn, +Z§;11 ( Jnji— fnj), la sous-suite ( In; );j converge presque partout vers f. Montrons

que f est également la limite en LP de la suite (fy,),. Soient € > 0 et N > 1 tels que ||fr, — fimllcr < ¢
pour tout n,m > N. Par le lemme de Fatou, pour tout m > N, on a alors

/|fm — fIPdu = /limjinf]fn — fn; IPdp < limjinf/\fn — [, [Pdp < €P.



De plus, on en tire également que f € LP(X, A, ) puisque f = (f — fin) + fm qui est la somme de
deux éléments de LP(X, A, ).

Cas 2 : p=o0.
Posons

An ={z € X o [fu(@)] > [[fnlloo}

et
n="{z € X :|fu(@) = f(@)| > [|fn — finllec}-

E:UAnUUBm,n-

est p-négligeable. En dehors de E, la suite (fy,), est uniformément de Cauchy et converge donc vers
une fonction bornée f. Posons f(z) = 0 pour tout = € E. Alors f € L>2(X, A, p1) est la limite de (f)n
dans L. O

Par hypothése, I’ensemble

La complétude est une propriété particuliérement utile en pratique : quand on cherche & résoudre
une équation sur un espace complet, il suffit de trouver une suite dans I’espace qui se rapproche de la
solution pour conclure que la limite est également dans le méme espace. En particulier, on rappelle le
théoréeme de point fixe suivant.

Théoréme 5.14 (Théoréme du point fixe de Banach / Picard-Lindelof). Soit (X, d) un espace métrique
complet, et soit T : X — X wune fonction contractante, c’est-a-dire telle que d(T(x),T(y)) < cd(z,y)
pour tous x,y € X, pour une constante ¢ < 1. Alors il existe un unique x, € X tel que T'(z.) = x4. De
plus, pour tout xg € X, on a T"(xg) — x« pour n 1 oo.

Exemple 5.15. Comme exemple d’application de la complétude, considérons une équation intégrale de
Fredholm du 2e type : sur un espace de mesure (X, A, 1), on cherche a trouver une solution F' € LP(X)
telle que

/ K (2, 5)P(y)du(y) = G(2), (5.1)
ou sont données G € LP(X), 1 <p < oo, K € L>®(X x X), et ou 'on suppose

p(X)[ K Lo < oo

Tout d’abord, il s’agit de vérifier que le probléme a bien du sens. Etant donné des représentants f € F
et k € K, avec f € LP(X),k € L(X x X), comme par hypothése u(X) < oo, on vérifie aisément
que (z,y) — k(x,y)f(y) est pu ® p-intégrable. Par Fubini, on déduit que [y k(z,y)f(y)du(y) est bien
défini pour presque tout z, disons pour tout x ¢ N avec N € A et u(N) = 0. Tous les éléments de
’équation (5.1) ont donc bien du sens presque partout au niveau des représentants. Notons alors

sfa) = { eI g

qui définit sf € £1(X) par Fubini. Comme |k| < ||k||z p.p., on a |k(x,-)| < ||k||z> p.p. pour presque
tout x, et donc

£ (@) < Iklle=lFller < pCO)7 (1Kl ol 1l o

ot la derniére inégalité découle de Holder. En prenant la semi-norme £P, on obtient ainsi

s fllcr < n(X)IFllcoo |l £l v, (5.2)



ce qui montre que s : f — sf est bien définie comme une application £P(X) — £LP(X). Afin de pouvoir
utiliser le bon cadre fonctionnel de LP, on doit & présent repasser aux classes d’équivalence de fonctions.
Si f' € F et k' € K sont d’autres représentants, on a f' = f p.p. et ¥ = k p.p. Si l'on note s’ f’ comme
ci-dessus avec f, k remplacés par f',k/, on déduit aisément sf = s'f’ p.p. (exercice). Ceci permet donc
de définir une application S : LP(X) — LP(X) par SF := [sf], et I'inégalité (5.2) devient

ISFl|zr < p(X) Koo | Fl| o (5:3)

Comme p(X)|| K|z < 1, ceci montre que l'application LP(X) — LP(X) : F +— SF + G est une
contraction. Dés lors, par le théoréme de point fixe, comme LP(X) est un espace de Banach, on
déduit qu’il existe un unique F, € LP(X) tel que F, = SF, + G — c’est 'unique solution de notre
équation (5.1).

Remarque 5.16. Dans le cas p = 2, sur un espace de mesure (X,.4, 1), on remarque que la norme
sur L2(X) s’écrit H[f]H%Q(X) = ([f], [f]) 12(x), ot 'on a défini

(U1, [9]) 12x) = / Fodp.

On vérifie que ceci définit un produit scalaire sur L?(X). Cet espace est donc d’un espace de Banach
dont la norme est associée & un produit scalaire — c’est ce qu’on appelle un espace de Hilbert. Ce cadre
fonctionnel sera particulierement pratique comme la présence d’un produit scalaire permet d’utiliser
un nombre d’outils géométriques (projections orthogonales, etc.).

5.5 Approximation de fonctions L?

On a déja vu deux propriétés de densité de I'espace £1(X) : pour tout f € LY(X),
— il existe une suite (f,,), de fonctions simples mesurables telles que || f — fu||z1 — 0;
— si (X, A, ) = (R, Mg, Lyg), il existe une suite (f,,)n C Ce(R9) telle que ||f — fullz1 — 0.
On va montrer que les méme propriétés sont valables dans £P si p < co. On commence par la question
d’approximation par des fonctions simples. Ce résultat-ci est vrai également pour p = oo, sauf que
dans ce cas les fonctions simples ne peuvent en général pas étre prises nulles hors d’un ensemble de
mesure finie.
Proposition 5.17. Soit (X, A, u) un espace de mesure.
(i) Soit1 < p < co. Pour tout f € LP(X), il existe une suite (fy)n de fonctions simples, mesurables,
nulles hors d’un ensemble de mesure finie, telles que || f — fullce — 0. En particulier, [’ensemble

{[f] : f simple, mesurable X — R, nulle hors d’un ensemble de mesure ﬁm’e}

est un sous-espace vectoriel dense dans LP(X).

(it) Soit p = oo. Pour tout f € L(X), il existe une suite (f,), de fonctions simples mesurables
telles que ||f — funllce — 0. En particulier, [’ensemble

{[f] : f simple, mesurable X — ]R}

est un sous-espace vectoriel dense dans L>(X).



Démonstration. (i) Soit 1 <p < oo et f € LP(X). Quitte a considérer les parties positives et négatives,
il suffit de considérer le cas f > 0. Par la Proposition 1.29, il existe une suite croissante (f,), de
fonctions simples positives mesurables telles que f,, 1 f. Comme la suite est croissante, on a |f — f, [P <
|f|P et le théoréme de la convergence dominée donne [ |f — f,|Pdu — 0. Comme f,, est une somme
finie d’indicatrices et que [ |f,|Pdu < [|f|Pdp < oo, il est clair que f, est nulle hors d’un ensemble de
mesure finie.

(i) Soit f € L£>°(X). Soit € > 0. Choisissons une partition de lintervalle [—| f]lze, || f]l o], soit
s 1= = < ... < yx = | f]lc= telle que g —yu1 < & pour tout n. Posons Ay = 1 (yo_1.ya])

et considérons
N
fa = Z yn]lAn .
n=1

Alors f. est une fonction simple mesurable telle que ||f — fe||o < €. En effet, si x € X est tel que
f(x) € [=||flloos | flloo], alors il existe un n tel que x € A,, et donc

[f(x) = fe(2)| = [f(2) = yal <e.
Comme 'ensemble {z : & & [—|| f]loo, || flloo] } €st p-négligeable, on conclut ||f — fo||z~ < e. O

On se tourne a présent vers le cas (X, A, u) = (Rd,Md,Ed), et on montre que, pour 1 < p < o0,
tout éléement de £P(R?) peut étre approché par des fonctions continues a support compact.

Proposition 5.18. Soit 1 < p < co. Pour f € LP(RY), il existe une suite (fn)n C Co(R?) telle que
If = fallce — 0. Bn particulier, Co(R%) /N (R?) est dense dans LP(R?).

Démonstration. Par la proposition précédente, il suffit de montrer le résultat pour une fonction f
simple, mesurable, nulle hors d’'un ensemble de mesure finie. Par linéarité, on peut alors supposer
f=14avec A € By et L4(A) < c0. Soit € > 0. Par régularité de la mesure de Lebesgue, il existe
K. C A C U, avec K. compact et U. ouvert tels que L4(U: \ K.) < €P. De plus, par le Lemme
d’Urysohn, on a vu qu’on peut construire une fonction cut-off g. € C.(R?) avec g.|x. = 1, gelue = 0,
et 0 < g. < 1. On obtient alors

/’]lA - ga‘p = / \ ’]114 - ge‘p < 2p£d(Ue \ Ks) < 2p€p’
UN\K:

c’est-a-dire |14 — gc||cr < 2e. O

Remarque 5.19. Le résultat précédent est faux pour p = oco!

Pour f € L£L®(R?), supposons qu’il existe une suite (f,), C Co(R?) telle que f, — f en L. En
particulier, on déduit que c’est une suite de Cauchy en £ : pour tout ¢, il existe N tel que || f, —
fullzee < & pour tous n,m > N. Or, comme f,, fm € C.(R?), on observe que |fn — fimllce =
sup | frn, — fm|- Ceci montre donc que la suite (f,), est en fait de Cauchy uniforme. Dés lors, il existe
g € C(RY) tel que f, — g uniformément. En particulier, on déduit f = g p.p. avec g € C(R?).
Cependant, ceci n’est pas possible pour tout f € £2(R?) : par exemple, on vérifie que la fonction
J = 1jp,1) n'est pas égale presque partout a une fonction continue.

5.6 Reégularisation par convolution

On va voir que dans le résultat d’approximation précédent les fonctions continues & support compact
peuvent étre remplacées par des fonctions lisses a support compact. Pour ce faire, on utilise le procédé
trés utile de régularisation par convolution.



Lemme 5.20.

(i) Pour f,g € LY(RY), la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable pour presque tout x, disons pour
tout x ¢ N avec N € My et Li(N) = 0. On peut alors définir le produit de convolution

£ g(x) ::{ ngf(w—y)g(y)dy : zi%
et on a f*gée LYRY),

(ii) On a les propriétés suivantes, qui montrent que (L'(R%), %) est ce qu’on appelle une algébre de
Banach : pour tous f,g,h € LY(R?),

frg=gxfpp, fx(gxh)=(f*g)xhpp, [fxglc <Ifllcllgllc-

(i) Si f € LY(RY) et g € LP(R?) avec 1 < p < oo, alors f * g est également bien défini p.p. par
Vintégrale du point (i). On a alors f x g € LP(R?) et

1f* gller <[ fllerllgller-

Démonstration. (i) Pour f,g € LYR?), on vérifie que (z,y) — f(z — y)g(y) est mesurable, et le
théoreme de Fubini donne

L Jse=natideds = | ([ 1= naldz)dy = 17l lgler < .

Le reste de ’énoncé découle du théoréme de Fubini.

(iii) Focalisons-nous sur le cas p < oo. Pour f € LY(RY) et g € £LP(R?), comme la fonction (z,y)
f(z —y)g(y) est mesurable, on déduit par Fubini que l'intégrale partielle z — [pq | f(z —y)g(y)|dy est
bien définie presque partout et définit une fonction mesurable. On peut alors calculer sa semi-norme LP :
par I'inégalité de Holder et le théoréme de Fubini, on obtient

P v p 45 e

([ 1@ =wewlay) de <A1z [ ([ 1@ =wlla@)Fy)de = 1£1" gl
Re N JRd Re \JRA

Comme 1 + z% = p, la conclusion s’ensuit. O

Remarque 5.21. En plus du point (iii) ci-dessus, l'inégalité de Young pour la convolution affirme que
pourtous1§p,q,r§ooavec%+1:%+%ona

FELIRY), ge LIRY) = frgeL'RY) et |[f*gler < [flleellgles.

On montre a présent que le produit de convolution hérite de la meilleure régularité de ses deux
facteurs. C’est cette propriété qui permettra d’utiliser le produit de convolution pour régulariser des
fonctions peu réguliéres.

Lemme 5.22. Si f € LY(RY) et g € CT*(R?) avec m > 0, alors f+g € CFH(RY) et V(fxg) = f+Vg
pour tout multi-indice |a| < m.

Démonstration. Soient f € LY(R?) et g € Ci*(R?). Comme g € LX(R?), le lemme précédent assure
déja que f*g est bien défini p.p. et appartient & £°°(R%). Il reste & voir que f*g € CJ*(R?). Considérons
d’abord le cas m = 0. Soient 2o € R? et (hp)n C R? avec h,, — 0. Par changement de variable dans
I'intégrale, on a

7 (w0 + ha) = / F(@o + o — y)g(y)dy = / F(W)g(o + hn — )dy.



La continuité de g assure que f(y)g(zo+hn—y) = f(y)g(xo—y) pour tout y. De plus, on a | f(y)g(zo+

— )| < |f(y)|sup|g|. Comme f € L}(R?), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée
pour conclure f*g(zo+hy,) — [ f(y)g(xo—y)dy = f*g(zo). De plus, pour (z,,), C R avec |z,,| — oo,
on vérifie de méme f * g(x,,) — 0. Ceci montre donc f * g € Cy (R9). Pour les dérivées supérieures, on
argumente de fagon analogue en examinant les quotients différentiels. O

On montre & présent comment choisir un noyau de convolution qui approche l'identité. On com-
mence par le lemme suivant, qui montre la continuité des translations sur £P. On remarque & nouveau
que le résultat est faux pour p = oo (par exemple pour f = 1y ).

Lemme 5.23. Notons T,f(z) = f(z — 2) Uopérateur de translation sur R%. Pour 1 < p < oo et
feLr®RY, ona|T.f— fllLr — 0 pour|z| — 0.

Démonstration. On a vu que pour tout ¢ > 0 il existe f. € C, (]Rd) tel que || f — fzl|[cr < €. Notons
K. := supp(f:) compact. On a alors ||T.f: — fe||%, = [|fe(z) — fe(z — 2)|Pdz. Pour |z] < 1, en
utilisant la continuité de f et la borne |f.(z) — fo(x — 2)|P < 2P1 k., g(x) sup | f|P, on peut appliquer
le théoréme de convergence dominée pour déduire ||T% fz — fz||ce — 0 pour |z| — 0. On a donc montré
limsupy.o |72 f — fllzr < 2¢, et la conclusion s’ensuit. O

Corollaire 5.24. Soit ¢ € CZ(R?) avec ¢ > 0 et [¢ = 1, et notons ¢.(x) = e 4¢p(x/e). Alors pour
tout 1 < p < oo et tout f € LP(RY) on a ¢ x f € C§(RY) N LP(RY) et ¢ % f — f en LP. On dit alors
que {pex}e est une approzimation de lidentité.

Démonstration. On remarque que ¢. € C°(RY) satisfait [ ¢ = [¢ =1 et suppg. = esupp¢. On
a ¢ x f € LP(RY) par le Lemme 20 et e * f 6 CS°(R?) par le Lemme 5.22. Par changement de
variable, on peut écrire ¢, *g(x = [ ¢(y)(9(z—ey) —g(z))dy, et donc par I'inégalité triangulaire
et I'inégalité de Holder,

659 gl < [ ([ 16late— =) - gla)ldy) do < ol [ 16wl Tesg ~ gl erd.

Par le lemme précédent et le théoréme de convergence dominée, on déduit que le membre de droite
converge vers 0. Ul

Théoréme 5.25. Soit 1 < p < co. Pour f € LP(RY), il existe une suite (f,)n, C C°(RY) telle que
|f — fullce — 0. En particulier, C°*(R%) /N (R?) est dense dans LP(R™).

Démonstration. Par le résultat précédent, il reste a remplacer ¢ xg € C§°(R?)NLP(R?) par un élément
a support compact. Soit f € LP(R?) et soit € > 0. On commence par remarquer que |f—flpgllcr — 0
pour R T oo en conséquence du théoréme de convergence dominée. Il existe donc R, > 0 tel que
If — fligg_ |lcr < e. Par le résultat précédent, on a ¢5 * (flp, ) — flp, pour § | 0. Il existe
donc 6. > 0 tel que [|¢s, * (flpg ) — flpg_ llcr < e Pour fo := ¢s. * (flp,_ ), on obtient donc
1f = folew < 2. O

5.7 Séparabilité des espaces L7

Revenons au cas d'un espace de mesure général (X, A, u). Dans cette section, on va examiner a
quelle condition I'espace LP(X) est séparable. On commence par montrer le résultat d’approximation
suivant, qui montre sur un espace o-fini on peut approcher tout ensemble mesurable par des ensembles
d’une partie génératrice de A qui est une algébre. Rappelons qu’une collection de parties de X est une
algébre si elle contient X et si elle est stable par passage au complémentaire et par union finie.



Lemme 5.26. Soient (X, A, u) un espace de mesure et C C A une algébre telle que o(C) = A.
Supposons que . est o-finie sur C. Alors pour tout A € A tel que pu(A) < 0o et pour tout € > 0 il existe
C € C tel que u(AAC) < g, ou l'on définit la différence symétrique ANC = (AUC)\ (ANC).

Démonstration. On sépare deux cas, selon que p est finie ou o-finie.

Cas 1 : p finie.

Soit F la collection des ensembles A € A tels que pour tout € > 0 il existe C' € C avec u(AAC) < e.
Bien stir, on a C C F et il suffit de montrer que F est une g-algébre pour obtenir la conclusion. Puisque
C C F,on a X € F. De plus, on remarque A°AC¢ = AAC, de sorte que F est stable par passage
au complémentaire. Soit (A,), une suite d’éléments de F et notons A = U,A,. Fixons ¢ > 0. La
continuité de la mesure implique qu’il existe N > 1 pour lequel

u(A\ U An> < g

n<N

Pour tout n < N, choisissons C, € C tel que pu(A,AC,) < 55%. Pour C := UngN C,€eC,ona

1(AAC) < /,L<A\ U An> +u( U AnAC> < M(A\ U An> + ) u(AnAC,) <,

n<N n<N n<N n<N

ce qui montre A € F.

Cas 2 : p o-finie.

Soit (Ap)n C C avec A, T X et u(Ay) < oo pour tout n. Soit A € A tel que u(A) < oo et soit € > 0. La
continuité de la mesure donne alors I'existence d’un indice N > 1 pour lequel u(ANAy) > p(A) —e/2.
L’application A — [0,00) : B — u(B N Ay) défini une mesure finie, de sorte que, par le lemme
précédent, il existe C' € C tel que pu((AAC)N Ax) <e/2. On a alors CN Ay €C et

HAACNAN) < u(A\ (AN AN) + u((AN Ax)A(C N Ay))
= J(A\ (AN Ax)) + p((ADC) N Ay) <&,

d’ou la conclusion. O

On déduit & présent le critére suivant pour la séparabilité des espaces LP. Cela s’applique en
particulier & LP(R?) pour 1 < p < oo.

Théoréme 5.27. Soient (X, A, u) un espace de mesure et 1 < p < oo. Si C C A est une famille
dénombrable telle que o(C) = A et si p est o-finie sur C, alors l'espace LP(X) est séparable.

Démonstration. Soit C* la collection formée des éléments de C, de leurs complémentaires, de leurs
unions finies, de X, et de @. Alors C* est une algébre dénombrable qui contient C et bien siir, on a
toujours o(C*) = .A. Notons & présent U la collection des fonctions simples de la forme >°7_; ¢;1¢; ot
n>1, ¢ €Q,et C; € C*avec u(Cj) < oo pour tout j. Bien str, U est un ensemble dénombrable et
U C LP(X). Montrons que cela forme un sous-ensemble dense de £P(X). Par la Proposition 5.17, il
suffit de montrer que cet ensemble est dense dans le sous-espace des fonctions simples de £P(X). Soit
g= 2?21 a;1 4, une telle fonction simple mesurable, avec a; € R, A; € A, et u(A;) < oo pour tout j.
Fixons € > 0. Par densité, il existe des rationnels cq, ..., ¢, € Q tels que

n n
D_aila; =Y el
Jj=1 Jj=1

n
1€
< g la; — cj|p(Aj)r < 7
LP j=1



De plus, par le lemme précédent, il existe des ensembles C1,...,C, € C tels que

n n
>_eila, =3 ele,
j=1 j=1

n n

1 g

< lglllta, = Loller = lejlu(A;ACH) P < 7
Ep . .
7j=1 7j=1

Alors, 2?21 ¢jlc; appartient a U et satisfait

n n n n n n
ZajﬂAj _ch]le < Zaj]lAj —ch]lAj + ZCj]lAj —ch]lcj <eg,
j=1 j=1 Ly j=1 j=1 Lr j=1 j=1 Lr
ce qui conclut la preuve. O

5.8 Dualité des espaces L*

L’inégalité de Holder nous apprend que toute fonction g € LY (X) engendre une fonctionnelle
linéaire continue LP(X) — R : f — [ fgdu. Le théoréme suivant montre que toutes les fonctionnelles
linéaires continues sur LP(X) sont de cette forme. Plus précisément, on montre que ’espace de Banach
dual de LP(X) est isométrique a L (X).'

Théoréme 5.28 (Théoréme de représentation de Riesz pour LP). Soit (X, A, 1) un espace de mesure
o-fini, et soit 1 < p < co. Considérons une fonctionnelle linéaire continue A sur LP(X), c’est-a-dire
une application A : LP(X) — R telle que

— Aaf) = aA(f) et AS +g) = A(f) + Alg) pour tous f,g € (X, A ) et a € R;
— |A(S)| S Clfller pour tout f € LP(X, A, 1), pour une certaine constante C > 0.

Alors A est forcément de la forme A(f) = [y fgdp pour une fonction g € LP'(X, A, ). De plus, la
fonction g est unique a égalité presque partout pres, et l’on a

gl 2o = 1ALl (zry = sup A(f).
FeLr(X),|Iflcr=1

Démonstration. Par o-finitude, on se raméne aisément au cas oll 4 est une mesure finie; supposons
dorénavant que p est finie. Pour tout A € A, on a alors 14 € LP(X) et 'on peut donc définir

v(A):=A(14) € R.

On remarque que :

— v(©@)=A0)=0

— v est o-additive : pour une suite (A,), C A d’éléments deux & deux disjoints, en notant A = U, A,
on remarque que [|1y,_ya, — Laller = ((UnsnAn)YP = (3o n (AR))YP — 0 pour N 1 oo
comme »_ ((An) = p(A) < p(X) < oo. Dés lors, par continuité et linéarité de A, on obtient
A(14) =limy A(Ty,_ya,) = limy A(ZnSN 14,)=>,A14,), cest-a-dire v(A) = > v(A,).

Par ailleurs, par continuité de A, notons que

3=

w(A)] < ClTallLr = Cu(A) (5.4)

1. On insiste qu’on parle ici de dual topologique : pour un espace vectoriel topologique E, le dual topologique E’ est
le sous-espace du dual algébrique E* constitué des formes linéaires continues. Si E est un espace vectoriel normé, on peut
munir E’ de la norme duale || f|| & := sup,cp v z=1 |f(v)], et le dual E' muni de cette topologie est forcément complet
— c’est un espace de Banach. En dimension finie on a toujours E' = E*, mais ce n’est plus le cas en dimension infinie.



Ceci impliquerait que I'application v sur A est une mesure absolument continue par rapport a u, ce
qui permettrait d’appliquer le théoréme de Radon-Nikodym. Or, v n’est pas positive et n’est donc pas
une mesure au sens donné dans ce cours (c’est ce qu’on appellerait une mesure signée). On commence
donc par la décomposer en une partie positive et une partie négative.

Etape 1 : décomposition de Jordan.
On va montrer que I'application v peut étre décomposée comme v = v; — v_, oll v4 et v_ sont deux
mesures sur (X,.A). Pour ce faire, pour tout A € A, posons

vi(A) :=sup{v(B): B C A,B € A}, v_(A) :=sup{—v(B): BC A,Bc A}.

Il est clair que v4(A) > 0 et vy (@) = 0. Pour montrer que v et v_ sont des mesures, il reste & montrer
la o-additivité. Focalisons-nous sur vy. Soit (4,), C A deux a deux disjoints et notons A := U, A4,,.
Pour B € A avec B C A, ona B =Uy,(BNA,)etdoncv(B)=> v(BNA,) <> vi(A,). En
prenant le supremum par rapport & B, on déduit

vi(A) < vi(An).

Montrons & présent 'autre inégalité. Etant donné € > 0, pour tout n, on peut choisir B, € A, B, C Ay,
tel que v(By) > v4(Ayn) —e27". Posons alors B := U, B, C A, qui satisfait v(B) = ), v(B,) >
> n V+(Ay) — €. Ceci conclut la g-additivité de v, et il en va de méme pour v_.

Il reste a vérifier que v = v —v_. Pour tout A, B € A avec B C A, en écrivant v(A) = v(B)+v(A\ B)
et en utilisant respectivement B C A et A\ B C A, on peut déduire

v(B) - v_(A) < v(A) < v4(A) - (~v(B)).

En prenant respectivement le supremum et U'infimum sur B dans les bornes inférieures et supérieures,

on obtient v(A) = vy (A) —v_(A).

Etape 2 : conclusion.

Par (5.4) et par la définition des mesures v et v_, on voit que celles-ci sont absolument continues par
rapport a u. Le théoréme de Radon-Nikodym donne alors des densités g4,g- : X — [0, 00] telles que
pour tout A € A,

ve(A) —/Agidu-

Comme g est une mesure finie, on déduit de (5.4) et de la définition des mesures v et v_ que celles-ci
sont également finies, de sorte que les densités g+ sont p-intégrables, et donc g+ < oo p-p.p., disons
g+ () < oo pour tout x ¢ N avec N € A et u(N) = 0. On peut alors définir g := (g4 — g— )L e, et on
obtient pour tout A € A,

ALa) = #(4) = vi () = v-(4) = [ g

Par linéarité, pour toute fonction f simple mesurable, ceci implique

A(f) = /fgdu- (5.5)

Par la continuité de A, on peut alors borner pour toute fonction f simple mesurable,

‘/fgdﬂ‘ = A < C|f |l -



Pour n > 1, considérons la fonction f, := ]l|g|Sn]leq|g|f",_2 € LP(X). Par densité des fonctions simples
mesurables, 'estimation ci-dessus vaut également pour f = f,, et donne alors

1

/ 1y<nlp, |9l du = |A(f)] < C (/ Lgi<nlp, gl dp)”,

c’est-a-dire ||1j4<,1B,9l» < C. Par convergence monotone, on peut conclure g € L£P'(X). Par
inégalité de Holder, on déduit que la fonctionnelle LP(X) — R : f — [ fgdu est bien définie et
continue. En combinant avec la continuité de A, cela entraine que l'égalité (5.5) est valable pour
tout f € LP(X). L'unicité et 'identité des normes suivent aisément. O

Remarque 5.29. Contrairement au cas 1 < p < 0o, la structure de l'espace de Banach dual L (X)’
est beaucoup plus délicate. Il est en général faux que toute fonctionnelle linéaire continue sur L™ (X)
s’obtienne par intégration contre une fonction de L!(X). On peut en fait identifier L>°(X)" ~ ba(A),
I’espace des mesures signées, bornées, et finiment additives sur la o-algébre A. En général, cet espace
est strictement plus grand que L'(X) : I'inclusion naturelle L'(X) C L°(X)’ est toujours isométrique,
mais n’est alors pas surjective. La description compléte du dual dépasse le cadre de ce cours.



Chapitre 6

Modes de convergence

Si (zn)n C R est une suite de nombres réels, la notion de convergence vers une limite z € R est
parfaitement univoque : pour tout € > 0 il existe un indice N tel que |z, — x| < € pour tout n > N.
Plus généralement, dans tout espace vectoriel réel de dimension finie, la convergence d’une suite est
indépendante du choix de la norme, puisque toutes les normes y sont équivalentes.

La situation change radicalement lorsqu’on considére une suite (f,), de fonctions f, : X — R
définies sur un domaine X. Dés que X est infini, Pespace R¥X est de dimension infinie : les fonctions
possédent un nombre illimité de degrés de liberté, offrant de multiples fagons d“approcher” une limite.
En analyse, la diversité de ces comportements rend indispensable une étude systématique des différents
modes de convergence.

Dans les cours de CDI1&2, on a surtout rencontré les deux notions suivantes :

— Convergence simple : On dit que f,, — f simplement sur X si, pour tout z € X, on a f,(z) —
f(z). Autrement dit, pour tout € X et tout € > 0 il existe N (dépendant de z) tel que |f,(z) —
f(z)| < e pour tout n > N.

— Convergence uniforme : On dit que f,, — f uniformément sur X si sup,cx |fn(z) — f(z)| = 0.
Autrement dit, pour tout € > 0, il existe N tel que | f,(z)— f(z)| < e pour tout n > N et tout x € X.

de z.

Il est clair que la convergence uniforme implique la convergence simple, et que l'inverse est faux en
général. Par exemple, pour la suite (f,), de fonctions R — R définies par f,(x) = z/n, on a f, — 0
simplement, mais pas uniformément.

Dans cette section, nous introduirons plusieurs modes de convergence propres au cadre de la théorie
de la mesure. Ils jouent un role central en analyse fonctionnelle et en théorie de I'intégration, et leurs
interactions (ou absence d’interactions) constituent l'une des pierres angulaires de la théorie.

6.1 Convergences de fonctions mesurables

On commence par introduire un nombre de notions naturelles de convergence pour des fonctions
mesurables. Notons que ces notions de convergence restent inchangées si les fonctions sont modifiées
presque nulle part. Remarquons également que pour chacune de ces notions de convergence, la limite
est forcément unique presque partout.

Définition 6.1. Soient (X, A, ) un espace de mesure et (fy,), une suite de fonctions mesurables
X — R, ainsi qu'une fonction mesurable f: X — R.

(i) On dit que la suite (f,)n converge presque partout vers f (noté f, — f p.p.) s’il existe N € A
avec u(N) = 0 tel que fp(x) — f(z) pour tout x ¢ N.
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(i)

(iii)
(iv)

On dit que la suite (fn)n converge en mesure vers f (noté f, < f) si pour tout € > 0 on a
p({z € X+ |fulz) = f(z)] > €}) = 0.

On dit que la suite (fy,), converge en LP vers f (noté f, — f en LP) si ||fn — fllce — O.

On dit que la suite (fy,), converge presque uniformément vers f (noté f, — f p.u.) si pour tout
e > 0 il existe X, € A avec u(X \ X.) < ¢ tel que f, — f uniformément sur X, c’est-a-dire
sup,cx, [ fu(z) — f(z)] = 0.

Par définition, la convergence simple implique la convergence presque partout, et la convergence
uniforme implique la convergence presque uniforme : convergence presque partout et presque uniforme
peuvent étre vus comme les équivalents en théorie de la mesure des notions de convergence simple et
uniformes.

Dans la suite de cette section, on va voir un certain nombre d’implications entre ces différentes
notions de convergence, que 1’on résume dans 1’énoncé suivant. Une partie de ces implications sont
montrées dans la suite, tandis que d’autres seront vues en séances d’exercices.

Théoréme 6.2. Soient (X, A, ) un espace de mesure et (fy)n une suite de fonctions mesurables
X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R.

(i) Convergence en LP et en mesure : pour 1 < p < oo,

— Si fr, = f en LP, alors f, — f en mesure.
— Si fr, — f en mesure et si |fn| < g p.p. pour tout n avec g € LP(X), alors fr, — [ en LP.

(i) Convergence en LP et p.p. : pour 1 < p < oo,

— Si fo — f en LP, alors il existe une sous-suite (fn;); telle que frn, — f p.p.
— Si fr, = f p.p. et si|fu|l < g p.p. pour tout n avec g € LP(X), alors fr, — f en LP.

(i7i) Convergence en mesure et p.p. :

— Si fn — f en mesure, alors il existe une sous-suite (fy,); telle que fn, — f p.p.
— Si frn = f p.p. et si la mesure p est finie, alors fp, = f en mesure.

(iv) Convergence p.p. et p.u. :

— Si fr, = f p.p. et si la mesure p est finie, alors fr, = f p.u.
— St fn — f p.u., alors f, — f p.p.

(v) Convergence en mesure et p.u. :

— Si fn — f en mesure, alors il existe une sous-suite (fy,); telle que fn, — f p.u.
— St frn = f p.u., alors f, = f en mesure.

Exemple 6.3. Sur (X, A, u) = (R, M, L), on présente quelques exemples illustrant que les hypo-
theéses du résultat précédent sont, en général, indispensables. Chacun met en évidence un “défaut” de
convergence possible.

(i)
(i)

(iii)

Evasion horizontale : La suite f, = 1y, ,4q) vérifie f, — 0 p.p. mais ne converge ni en mesure,
ni en L', ni p.u. Ici, la masse “s’échappe a l'infini” en abscisse.

Ecrasement : La suite f, = %]1[0,71} vérifie f,, — 0 uniformément, p.p., p.u., en mesure, et en LP
pour p > 1. En revanche, elle ne converge pas en L. Ici, les fonctions s’écrasent mais les supports
grandissent, de sorte que la masse totale reste constante, empéchant ainsi la convergence en L.

Concentration : La suite f, = nlg 1y, vérifie f,, — 0 simplement, p.p., p.u., et en mesure, mais
ne converge pas uniformément ni en L'. Ici, la masse se concentre sur un support de mesure
tendant vers 0 en produisant des pics de plus en plus hauts.

Suite du dactylographe : Définissons les intervalles A,, qui parcourent [0, 1] de fagon dyadique : on
pose A, = [”;3’“, "‘S:‘H] pour 2F < n < 21 La suite f, = 14, vérifie alors f,, — 0 en mesure
et en L', mais ne converge pas p.p. ni p.u. Ici, malgré la disparition de la masse en mesure, la
suite balaye I’espace de fagon a empécher toute convergence presque partout.




6.2 Equivalences sur un espace de mesure finie

Sur un espace de mesure finie (en particulier, sur un espace de probabilité), on évite naturellement le
contrexemple ci-dessus de I’évasion horizontale. Dans ce cas, on peut alors montrer que la convergence
p.p. implique la convergence en mesure et que les convergences p.p. et p.u. sont équivalentes. On
commence par la preuve de ce premier point.

Proposition 6.4. Soient (X, A, u) un espace de mesure et (fn)n une suite de fonctions mesurables
X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R. Si u est une mesure finie et si f, = f p.p., alors
fn — f en mesure.

Démonstration. Soit € > 0. Posons A, = {z € X : |f,(x) — f(x)] > €} et B, = Uj>,A;. La suite
(By)rn est une suite décroissante d’éléments de A et

ﬂBn C {zx € X : (fu(x))n ne converge pas vers f(x)}.

Comme par hypothése f, — f p.p., on déduit u(N,B,) = 0 et la continuité a droite de la mesure
implique lim,, u(By,) = 0. Puisque A,, C By, on a aussi lim,, u(A4,) = 0, d’ou la conclusion. O

On se tourne a présent vers ’équivalence entre convergences p.p. et p.u., qui est 'objet du théoréme
d’Egorov. Si 'on compare les convergences p.p. et p.u. aux convergences simple et uniforme, respec-
tivement, on comprend l'importance et le caractére non-trivial de ce résultat d’équivalence : quitte a
omettre des ensembles de mesure petite, les convergences simple et uniforme deviennent équivalentes.

Théoréme 6.5 (Théoréme d’Egorov). Soient (X, A, 1) un espace de mesure et (fn)n une suite de
fonctions mesurables X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R. Si p est une mesure finie

et si frn — f p.p., alors fr, = f p.u.

Démonstration. Soit N € A avec u(N) = 0 tel que f,(x) — f(x) pour tout x ¢ N. Posons E}} := {x €
Ne:|fj(x)—f(x)| <1/nVj>k}. Ona B}l | D Ep, Uy B} = E, donc u(E}) T pu(X) < oo pour k 1 oo.
Soit ky, tel que u(X\EY ) < 27" et soit Ay = Nyp>p B} . Onaalors p(X\A,) <35, 5, 27" = 217n < ¢
pour n = n.. Enfin, on observe que f; — f uniformément sur A4, : pour z € A, et m > n, on a
| fj(x) — f(x)] < 1/m pour tout j > Ky, donc limsup; sup,, |f; — f| < 1/m pour tout m. O

Une conséquence immédiate de ce théoréme d’Egorov est le résultat suivant qui montre que sur R¢
toute fonction borélienne est ‘presque’ continue, ou plus précisément est continue si on la restreint hors
d’un sous-ensemble de mesure arbitrairement petite.

Corollaire 6.6 (Théoréme de Lusin). Sur RY, soit E € My avec L4(E) < 0o, et soit f : R — R une
fonction mesurable. Alors, pour tout € > 0, il existe un compact K. C E avec Ly4(E \ K¢) < ¢ tel que
la restriction f|k. : K. — R est continue.

Remarque 6.7. Attention, ce résultat ne signifie pas que f est continue en tout point x € K.! En
utilisant le théoréme d’extension de Tietze !, on peut donner la version équivalente suivante : pour tout
e > 0, il existe une fonction continue f. : E — R telle que Ly({z : f(x) # fe(x)}) < e

Démonstration. Sif =14 avec A C E et A € Mg, la régularité intérieure nous permet de choisir, pour
tout €, un compact K2 C A et un compact K! C E\ A tels que L4(A\ K?) <cet Ly(E\A)\K]}) <e.
Pour K. := K2 U K}, on a alors £4(E \ K.) < 2¢ et la fonction 1 4 est continue sur K..

1. On rappelle le théoréme d’extension de Tietze : sur un espace métrique X (ou plus généralement sur un espace
topologique normal), si F' C X est fermé, si f : F' — R est une fonction continue, alors il existe une extension f de f qui
est une fonction continue définie sur X tout entier.



Le résultat est donc démontré pour une fonction f simple mesurable. Soit f une fonction mesurable
quelconque et soit € > 0. Considérons une suite (fy), de fonctions simples mesurables telles que
fn = f p.p. Pour tout n, par le résultat déja démontré pour les fonctions simples, on déduit qu’il
existe un compact E, C E avec Ly(E \ E,) < 27" et avec f,|g, continue. Le théoréme d’Egorov
assure par ailleurs qu'il existe X, € A avec L4(F\ X.) < ¢ tel que f,, — f uniformément sur X.. Pour
F.n i =X.NNp>nEp,ona Ly(E\F.n) <e+ 21N < 2¢ pour un N = N.. Comme f, est continu
sur I, v et f, — f uniformement sur F¢ n, on déduit que f est aussi continu sur F¢ n. La conclusion
suit alors de la régularité intérieure. O

Les résultats ci-dessus constituent les deux derniers des trois principes de Littlewood — principes
heuristiques résumant la théorie de la mesure sur R :
— régularité de Lebesgue : tout ensemble mesurable est ‘presque’ une union finie d’intervalles ;
— théoréme de Lusin : toute fonction mesurable est ‘presque’ continue ;

— théoréme d’Egorov : toute suite de fonctions convergeant simplement est ‘presque’ uniformément
convergente.

6.3 Convergence en mesure ‘rapide’

On a vu que la convergence en mesure (ou en LP, p < oo) n’implique en général pas la conver-
gence p.p., mais on montre que I'implication est vraie & une sous-suite prés. On remarque que ce
résultat

Proposition 6.8. Soient (X, A, 1) un espace de mesure et (fn)n une suite de fonctions mesurables
X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R. Si (fn)n converge en mesure vers f, alors il
existe une sous-suite de (fn)n qui converge vers f presque partout.

Démonstration. Puisque la suite converge en mesure, il existe un entier n; tel que p({x € X : |fn, (z) —
f(z)| > 1}) < 3. Par induction, on construit une suite croissante (n;); telle que pour tout 7,

WAy <279, Ayi={w e X [fu, () - f(@)] > L),
Par définition, pour tout = ¢ Ny Uj>i A, il existe un indice k tel que pour tout j > k,

[ () = f(2)] < 5

Par conséquent, la suite ( fn;); converge vers f hors de Ny Uj>k A;. De plus, pour tout k,

u(UAj> <

Jj=k

S

p(A;) <> 277 =2k,

Jjzk i>k
et on en tire que (N Uj>i Aj) = 0. 0

En combinant le résultat précédent avec la Proposition 6.4, on déduit aisément la caractérisation
suivante de la convergence en mesure. En particulier, cela implique qu’il n’y a pas de topologie pour la
convergence presque partout : en effet, dans un espace topologique, une suite converge vers un point
si et seulement si toute sous-suite posséde une sous-sous-suite qui converge vers ce point.

Corollaire 6.9. Soient (X, A, ) un espace de mesure et (fn)n une suite de fonctions mesurables
X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R. Supposons que la mesure i est finie. La suite
(fn)n converge vers f en mesure si et seulement si toute sous-suite de (fn)n posséde une sous-sous-suite
qui converge presque partout vers f.



Il y a une autre fagon de voir I’équivalence & sous-suite prés de la Proposition 6.8 ci-dessus : si la
convergence en mesure (ou en LP, p < 0o) est assez rapide, alors cela doit impliquer la convergence
p-p- On a en effet le résultat suivant, qui affirme que cela implique méme la convergence p.u., sans
avoir besoin de supposer que la mesure est finie.

Théoréme 6.10 (Convergence en mesure rapide). Soient (X, A, u) un espace de mesure et (f)n une
suite de fonctions mesurables X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R.

(i) i I fa — flles < o0, alors fu = f pou
(it) Si pour tout e >0 on a Yy, pu({x:|fu(xz) — f(z)| > €}) < o0, alors fr, = f p.u.

Remarque 6.11. La condition du point (ii) de convergence en mesure ‘rapide’, ¢’est-a-dire la condition
que pour tout € > 0ona )y pu({x:|fu(x)— f(x)] > €}) < oo, est parfois appelée convergence compléte
(voir Hsu-Robbins 1947).

Démonstration. On se focalise sur la preuve de (i). Comme par hypothése la fonction ), |fn, — f| est
intégrable, on déduit ) |fn, — f| < oo p.p., ce qui montre que f, = fi + ZZ;%(ka — fx) converge
p.p. Posons & présent Ef := {z : [f;j(x) — f(z)| < 1/n Vj > k}. Pour tout n, I'inégalité de Markov
permet de borner

) k?
WX\ ER) = u({z :3j = k, |fi(2) = f(@)] > 1/n}) <Y nllfj = fller = 0.

Jj=k

Soit k,, tel que M(X\E,?n) <27 "etsoit Ay, = N>, B} . On aalors u(X\A,) < Zmzn 2—m = 9l=n ¢
pour n = n.. Enfin, on observe que f; — f uniformément sur A,. O

6.4 Domination et uniforme intégrabilité

On a vu que la convergence en mesure ou presque partout n’implique pas la convergence en LP.
En corollaire du théoréme de convergence dominée, I'implication est cependant vraie si la suite est
dominée.

Lemme 6.12. Soient (X, A, i) un espace de mesure et (f,)n une suite de fonctions mesurables X — R,
ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R. St f,, converge vers f presque partout ou en mesure et s’il
eziste g € LY(X) tel que |fn| < g p.p. pour tout n, alors f, vers f en L.

Démonstration. Si f, converge p.p. vers f, la convergence en L' est une conséquence directe du théo-
réme de la convergence dominée. Supposons & présent que f, converge en mesure vers f. Par la
Proposition 6.8, on déduit que toute sous-suite posséde une sous-sous-suite qui converge presque par-
tout vers f. Par le cas déja montré, on peut déduire que cette sous-sous-suite converge en L'. Enfin,
si toute sous-suite posséde une sous-sous-suite qui converge en L' vers f, on déduit aisément que la
suite entiére converge en L!. O

Cependant, 'hypothése de domination est trés contraignante, et il est naturel de chercher & I'af-
faiblir. Comme on 1’a déja observé, deux phénomeénes distincts peuvent empécher la convergence en
mesure d’impliquer la convergence en L' :

— D’écrasement, lorsque la masse de l'intégrale se disperse sur des régions de plus en plus vastes (par
exemple f, = %]I[O,n] sur R);

— la concentration, lorsque la masse se concentre sur des pics de plus en plus élevés mais de plus en
plus concentrés (par exemple f, = nljg /) sur R).



Pour exclure simultanément ces deux comportements pathologiques, on introduit la notion suivante. La
condition (ii) controle précisément la concentration, tandis que la condition (iii) empéche I’écrasement.

Définition 6.13. Soit (X, A4, 1) un espace de mesure. Une suite (f,,), C £1(X) est dite uniformément
intégrable si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) borne L' uniforme : sup,, [ |fnldp < 0o
(ii) équi-intégrabilité : sup,, f{x:|fn(x)|2M} | fnldp — 0 pour M 1 o00;
(iii) tension : pour tout € > 0 il existe X, € A avec u(X.) < oo tel que sup, fX\XE | frldp < e.

Remarque 6.14. Soient (X, A, ;1) un espace de mesure et (fy,), C £1(X). On vérifie aisément les cas
particuliers suivants :

— Si u(X) < o0, alors (fn)n est uniformément intégrable si et seulement si la condition (ii) ci-dessus
est satisfaite.

— Sl existe g € LY(X) tel que |f,,| < g p.p. pour tout n, alors (f,,), est uniformément intégrable.

En ces termes, on peut a présent montrer que 'hypothése de domination uniforme du Lemme 6.12
peut étre remplacé par I'uniforme intégrabilité. Par le second point de la remarque ci-dessus, on voit
que cela constitue bien une généralisation (stricte).

Théoréme 6.15 (Théoréme de Vitali). Soient (X, A, u) un espace de mesure et (fy)n, une suite de
fonctions mesurables X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R. Supposons que (fn)n est
uniformément intégrable.

(i) fn converge vers f en mesure si et seulement si f, converge vers f en L'.
(ii) Si fn converge vers f p.p., alors f, converge vers f en L.
Démonstration. On se focalise sur la preuve de (i) ; la preuve de (ii) se fait de méme. Supposons que

(fn)n est uniformément intégrable et converge en mesure vers f. Par la Proposition 6.8, il existe une
sous-suite (fy, )r qui converge p.p. vers f. Soit € > 0. L’uniforme intégrabilité de la suite implique :

— Il existe A > 0 tel que [|fn|dp < A pour tout n. Par le lemme de Fatou, on déduit [ |f|du =
[liminfy | fp, |dp < liminfy [ |fn,|du < A, et done f € L1(X).

— Il existe M, > 0 tel que [ |fn|]1|fn|>M5dM < € pour tout n. Par le lemme de Fatou, on déduit
J1f 1> nm.dp < €. En combinant ces informations, on obtient [ |fn, — f|1|f,_ fj>2m. < 6e.

— Il existe X, € A avec u(X;) tel que fX\XE | fn|ldp < e pour tout n. Par le lemme de Fatou, on déduit
fX\XE ’f|dﬂ <e.

En combinant ces informations, on peut décomposer pour tout x > 0,

/Ifn—fldu < / | fn — fldp + 2

Xe

< /X \fn = FINg,—p<ardp + 8¢

€

IN

/’fn_f|]ln<fnf<MEdﬂ+/X‘fn_f‘]l|fnf|<ndﬂ+8€

5 5

Mep({e s [fule) = F(@)] > K}) + mu(Xe) + 8e.

IN

La convergence en mesure implique alors limsup,, [ |f, — fldu < kp(Xc)+ 8 pour tout £ > 0. Comme
p(X:) < oo et comme K, e sont arbitraires, on conclut que f,, converge vers f en L. La réciproque est
une conséquence directe de I'inégalité de Markov. O



Comme corollaire du théoréme de Vitali ci-dessus, on déduit par exemple aisément le résultat trés
utile suivant, laissé en exercice.

Corollaire 6.16. Soient (X, A, ) un espace de mesure et (fn)n une suite de fonctions mesurables
X — R, ainsi qu’une fonction mesurable f : X — R. Si f, — f en mesure, si u(X) < oo, et si
sup,, || fullcr < 00, alors fr, — f en L pour tout 1 <r < p.
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